













Joa˜o Miguel Cardoso Dias
Dissertac¸a˜o
Mestrado em Matema´tica




Nesta dissertac¸a˜o pretende-se unir duas ferramentas usadas no estudo de
caracteres de grupos finitos, a teoria de supercaracteres que foi inicialmente
formalizada por P. Diaconis e M.Isaacs, com a teoria de feixes de caracteres,
introduzida por G. Lusztig. A ideia de feixes de caracteres e´ essencialmente
motivada pelos trabalhos de P. Deligne nos SGA, nomeadamente pelo facto
de as representac¸o˜es do grupo fundamental de um grupo alge´brico estarem
em bijecc¸a˜o com os sistema locais no grupo alge´brico.
A organizac¸a˜o desta dissertac¸a˜o e´ a seguinte, o primeiro cap´ıtulo e´ uma
pequena introduc¸a˜o a` teoria de supercaracteres e constroi-se uma teoria de
supercaracteres para um grupo a´lgebra finito. No cap´ıtulo dois e´ feito um
resumo sobre os conceitos elementares usados no resto da dissertac¸a˜o. No
cap´ıtulo treˆs e´ feito um resumo da teoria de grupos alge´bricos, constroi-se
um grupo alge´brico a partir de um grupo a´lgebra, e faz-se um breve resumo
sobre o morfismo de Frobenius. No cap´ıtulo cinco introduz-se a teoria de
feixes de caracteres, e a sua motivac¸a˜o, no fim e´ feita a construc¸a˜o de feixes de
caracteres para grupos abelianos, algo que sera´ fundamental para a contruc¸a˜o
dos feixes de supercaracteres. No u´ltimo cap´ıtulo e´ feita a construc¸a˜o dos
feixes de supercaracteres ana´loga a` construc¸a˜o de supercaracteres para grupos
a´lgebra, e no fim sa˜o expostas umas questo˜es deixadas em aberto.
Palavras-chaves: grupos finitos, feixes l-a´dicos, grupos alge´bricos, teoria
de supercaracteres, grupos a´lgebra, feixes de caracteres.

Abstract
The purpose of this thesis is to unite two tools used in the study of the
characters of finite groups, the theory of supercharacters which initially was
developed by P. Diaconis and M.Isaacs, with the theory of character sheaves,
introduced by G. Lusztig. The idea behind character sheaves is essentially
motivated by the works of P. Delign in the SGA, namely by the fact of
the representations of the fundamental group of an algebraic group are in
bijection with the local systems in the algebraic group.
The organization of this thesis is the following: the first chapter is a
small introduction to the theory of supercaracteres and is made a theory of
supercaracteres of finite group algebra. In the second chapter is made a brief
summary of the elementary concepts used in the thesis. In chapter three is
made a summary of the theory if algebraic groups, it’s defined an algebraic
group associated to a finite groups algebra, and in the end of the chapter is
introduced the Frobenius morphism. In chapter five is introduced the theory
of character sheaves, and its motivation, in the end of the chapter it’s made
the construction of character sheaves for an abelian algebraic group, which
will be fundamental for the construction of the supercharacter sheaves. In
the last chapter it’s made the construction of the supercharacter sheaves
analogously to the construction of supercharacters, in the end are exposed
some questions about the supercharacter sheaves left unsolved.
Keywords: finite groups, l-adic, algebraic groups, theory supercharacter,
algebra groups, characteres sheaves.
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Introduc¸a˜o
A teoria de caracteres (complexos) do grupo unitriangular sobre um corpo fi-
nito e´ conhecida por ser um problema bastante dif´ıcil. Carlos Andre´ (1992) [?]
e Ning Yan (2001) desenvolveram uma teoria de supercaracteres (Carlos
Andre´ chamou-lhes caracteres ba´sicos e Ning Yan chamou-lhes caracteres
de transic¸a˜o), que mais tarde foi generalizada para grupos-a´lgebra por Persi
Diaconis e Martin Isaacs [?]. A teoria de supercaracteres pode ser encarada
como um generalizac¸a˜o da teoria de caracteres, onde substitu´ımos os caracte-
res irredut´ıveis por supercaracteres (que sa˜o combinac¸o˜es lineares de alguns
caracteres irredut´ıveis) e classes de conjugac¸a˜o por superclasses, na medida
em que os supercaracteres sa˜o constantes nas superclasses.
Numa outra abordagem a` teoria de caracteres, uma abordagem geome´trica,
consideramos um grupo alge´brico sobre um corpo algebricamente fechado de
caracter´ıstica prima, e recuperamos os grupos finitos atrave´s dos morfismos
de Frobenius. Por exemplo o grupo alge´brico correspondente ao grupo uni-
triangular sobre um corpo com q elementos conte´m todos os grupos unitri-
angulares sobre um corpo com qn elementos. A ideia-base vem de considerar
o corpo finito Fq como o conjunto dos pontos fixos no fecho alge´brico de Fq
pelo morfismo de Frobenius.
Deste modo, podemos estudar va´rios grupos finitos simultaneamente, es-
tudando o grupo alge´brico correspondente, e a forma de estudarmos os carac-
teres dos va´rios grupos simultaneamente e´ feita considerando feixes definidos
no grupo alge´brico (que encaramos como um esquema-grupo), mais concre-
tamente complexos de feixes `-a´dicos, e usando a conhecida correspondeˆncia
feixes-func¸o˜es, ou seja, a cada feixe associamos uma certa func¸a˜o, com valo-
res em Q¯`, que e´ determinada pelo morfismo de Frobenius e que e´ compat´ıvel
com as operac¸o˜es fundamentais entre feixes (pullback, pushforward e produto
tensorial).
Os caracteres do grupo linear completo sobre Fq que foram descritos por
James Green [?]. Mais tarde, George Lusztig provou a existeˆncia de uma
colecc¸a˜o de feixes no grupo alge´brico associado ao grupo linear completo tal
que a correspondeˆncia feixes-func¸o˜es define uma correspondeˆncia bijectiva
entre as classes de isomorfismo dos feixes e os caracteres irredut´ıveis do grupo
linear completo. A essa colecc¸a˜o de feixes chamamos feixes de caracteres.
George Lusztig provou tambem que essa bijecc¸a˜o tambem e´ possivel no caso
de um grupo abeliano [?], facto que sera´ fundamental para esta dissertac¸a˜o.
Ale´m disso, George Lusztig provou que fazer o mesmo e´ impossivel para
muitos grupos alge´bricos redutivos conexos e para uma classe de grupos uni-
potentes conexos. No entanto, para grupos redutivos conexos, George Lusz-
tig provou que existe uma colecc¸a˜o de feixes tal que as func¸o˜es-trac¸o formam
uma base para o espac¸o das func¸o˜es de classe de G(Fqn) e conjectura que o
mesmo e´ verdade para os grupos unipotentes conexos. Vladimir Drinfeld e
Mitya Boyarchenko provam que para grupos unipontentes sobre Fq, em que
a classe de nilpoteˆncia e´ menor que a caracter´ıstica de Fq, e´ possivel definir
uma colecc¸a˜o de feixes tal que a correspondeˆncia feixes-func¸o˜es define uma
correspondeˆncia bijectiva entre as classes de isomorfismo dos feixes e os ca-
racteres irredut´ıveis [?]. A contruc¸a˜o desses feixes e´ ana´loga a` construc¸a˜o
dos caracteres irredut´ıveis pelo me´todo das o´rbitas de Kirillov.
O objectivo desta dissertac¸a˜o e´ de fazer um processo ana´logo a` construc¸a˜o
de supercaracteres para um grupo-a´lgebra, comec¸ando por definir o esquema
associado a um dado grupo-a´lgebra, ou seja, dar uma estrutura de esquema
a` a´lgebra e outra ao grupo associado de forma compat´ıvel. Introduzimos o
conceito de induc¸a˜o de feixes de caracteres, que e´ compat´ıvel com a corres-
pondeˆncia feixes-func¸o˜es, de modo a poder definir o que iremos chamar de
feixes de supercaracteres. Uma das formas de se construir os supercaracte-
res para um grupo algebra G = 1 + A e´ considerar uma acc¸a˜o no conjunto
dos caracteres irredut´ıveis do grupo abeliano (A,+) e, dado um cara´cter ir-
redut´ıvel do grupo abeliano, restringi-lo ao seu estabilizador, passar para o
grupo correspondente e induzi-lo para o grupo G. A construc¸a˜o dos feixes de
supercaracteres e´ analoga, na medida em que consideramos uma acc¸a˜o nos
feixes de caracteres de A, restringimo-lo ao feixe ana´logo definido no estabili-
zador e usamos a induc¸a˜o de feixes para passar ao grupo. A correspondeˆncia
feixes-func¸o˜es, quando aplicada a este feixe, da´-nos um supercara´cter e, nesta
dissertac¸a˜o, provamos tambe´m que qualquer supercara´cter e´ obtido por este
processo.
Temos, assim, uma correspondeˆncia sobrejectiva dos feixes de superca-
racteres para os supercaracteres e conjecturamos que esta correspondeˆncia e´
bijectiva. Caso seja bijectiva, sera´ possivel decompoˆr os feixes de supercarac-
teres no grupo unitriangular como um produto tensorial de feixes de super-
caracteres (cuja correspondeˆncia feixes-func¸o˜es da´ um caracter irredut´ıvel).
Esta nova abordagem a` teoria de supercaracteres, por envolver mais es-
truturas, ale´m de permitir interpretar os resultados conhecidos de um pers-




1.1 Teorias de supercaracteres
Por uma teoria de supercaracteres para um grupo finito G entendemos um
par (X ,Y), onde X e´ uma partic¸a˜o de G e Y e´ um conjunto de caracteres
de G, ortogonais dois-a-dois (com respeito ao produto escalar de Frobenius),
tal que:
• |X | = |Y|;
• qualquer caracter χ ∈ Y e´ constante em cada elemento de X ;
• todo o caracter irredut´ıvel de G e´ constituinte de um (e um so´) caracter
χ ∈ Y .
Aos elementos K ∈ X chamamos superclasses e aos elementos χ ∈ Y cha-
mamos supercaracteres (com respeito a` teoria (X ,Y).
Podemos substituir o terceiro axioma pelo seguinte:
• {1} e´ uma superclasse e o caracter trivial 1G e´ um supercaracter.
Dado um grupo finito G (na˜o-trivial), existem sempre duas teorias de
supercaracteres triviais:
• Tomando para conjunto de supercaracteres, o conjunto dos caracteres
irredut´ıveis Irr(G) de G e, para conjunto de superclasses, as classes de
conjugac¸a˜o de G. Neste caso, a teoria de supercaracteres coincide com
a teoria de caracteres usual.
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• Tomando para conjunto de supercaracteres, o conjunto
Y = {1G, ρG − 1G},
onde ρG e´ o caracter regular, e, para conjunto de superclasses, o con-
junto
X = {{1}, G\{1}}.
Estas duas teorias de supercaracteres sa˜o os dois casos extremos em termos
do nu´mero de superclasses (e, logo, de supercaracteres).
Uma teoria de supercaracteres na˜o-trivial pode ser constru´ıda da forma
seguinte. Consideremos um grupo A que actua sobre um grupo finito G.
Podemos estender essa acc¸a˜o a`s classes de conjugac¸a˜o pondo
a · C = {ag | g ∈ C}, a ∈ A, C classe de conjugac¸a˜o de G.
Definimos as superclasses de G por
X = {∪a∈AaC | C classe de conjugac¸a˜o de G}.
Por outro lado, definimos uma acc¸a˜o de A no conjunto dos caracteres irre-
dut´ıveis de G por
(a · χ)(g) = χ(a−1g), a ∈ A, χ ∈ Irr(G), g ∈ G.






Tomamos estes caracteres como supercaracteres. Obtemos, assim, uma teoria
de supercaracteres que, em geral, na˜o e´ nenhuma das duas triviais (como
definimos acima).
1.2 Grupos-a´lgebra
Nesta dissertac¸a˜o, iremos trabalhar com uma classe de grupos particulares:
os grupos-a´lgebra.
Definic¸a˜o. Dado um corpo k, seja A uma k-a´lgebra (associativa) nilpotente,
ou seja, tal que existe um natural n ∈ N tal que An = 0. (Em particular,
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A na˜o tem identidade.) A` k-a´lgebra A, associamos o conjunto de objectos
formais
G = 1 + A = {1 + a | a ∈ A},
equipado com a estrutura natural de grupo para a multiplicac¸a˜o dada por
(1 + a)(1 + b) = 1 + a+ b+ ab, a, b ∈ A.
(Essencialmente, G tem o mesmo conjunto-suporte que A.) A um grupo
deste tipo chamamos um grupo-a´lgebra sobre k.
Na realidade, um grupo-a´lgebra G e´ um subgrupo do grupo das unidades
da k-a´lgebra k · 1 + A (da qual A e´ o radical de Jacobson).
Um exemplo t´ıpico de grupo-a´lgebra e´ o caso do grupo unitriangular
Un(k) que consiste nas matrizes quadradas de tamanho n com entradas em
k tendo 1’s na diagonal e 0’s abaixo da diagonal. Este grupo esta´ associado
a` k-a´lgebra un(k) das matrizes triangulares estritamente superiores.
Mais geralmente, podemos definir grupo-a´lgebra sobre um anel comuta-
tivo com identidade. Ale´m disso, dadas k-a´lgebras A e R, em que A e´ como
acima e R e´ comutativa e com identidade, podemos “estender os escalares” e
considerar a R-a´lgebra A(R) = A⊗k R que esta´ associada ao grupo-a´lgebra
G(R) = 1 + (A ⊗k R). Em particular, dado uma extensa˜o k′ do corpo k,
podemos considerar o grupo-a´gebra G(k′) = 1 + (A⊗k k′) que esta´ associado
a` k′-a´lgebra A(k′) = A⊗kk′. Nesta dissertac¸a˜o, estamos interessados no caso
em que k e´ um corpo finito Fq com q elementos, onde q e´ poteˆncia de um
nu´mero primo p, e k′ e´ uma extensa˜o finita Fqn de Fq.
1.3 Superclasses
Seja G = 1 + A um grupo-a´lgebra sobre Fq em que A e´ uma k-a´lgebra
nilpotente de dimensa˜o finita.
Para definirmos uma teoria de supercaracteres em G, comec¸amos por con-
siderar a acc¸a˜o a` esquerda (resp., a` direita) do grupo G sobre a Fq-a´lgebra A
multiplicando a` esquerda (resp., a` direita) os elementos de A pelos elementos
de G. Estas acc¸o˜es sa˜o dadas pelas correspondeˆncias
(g, a) 7→ ga e (a, g) 7→ ag.
Consideramos tambe´m os estabilizadores em G de um elementos a ∈ A para
cada uma destas acc¸o˜es:
La = {g ∈ G | ga = a} e Ra = {g ∈ G | ag = a}.
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Estes subgrupos sa˜o (sub)grupos-a´lgebras e esta˜o associados, respectiva-
mente, a´s suba´lgebras
La = {b ∈ A | ba = 0} e Ra = {b ∈ A | ab = 0}
de A. Assim, temos |La| = |La| e |Ra| = |Ra|. Pelo teorema o´rbita-
estabilizador, temos
|Ga| = |G|/|La| e |aG| = |G|/|Ra|
e, portanto, a cardinalidade de cada o´rbitas esquerdas ou direitas e´ uma
poteˆncia de q.
Com nestas duas acc¸o˜es, iremos definir uma partic¸a˜o do grupo G naquilo
que a que chamaremos as superclasses. Como a acc¸a˜o direita e´ compat´ıvel
com a acc¸a˜o esquerda (ou seja, temos (ga)h = g(ah) para g, h ∈ G e a ∈ A),
podemos definir uma acc¸a˜o a` esquerda do grupo G×G na Fq-a´lgebra A por
(g, h) · a = gah−1, g, h ∈ G, a ∈ A.
Deste modo, podemos particionar a Fq-a´lgebra A nas o´rbitas bilaterais GaG,
para a ∈ A, e obter a partic¸a˜o no grupo G em subconjuntos da forma
Ka = 1 +GaG, a ∈ A.
Chamamos superclasses de G a estes subconjuntos.
Lema 1.3.1. Para qualquer a ∈ A, temos
|GaG| = |Ga| |aG||Ga ∩ aG| .
Em particular, a cardinalidade de cada superclasse de G e´ uma poteˆncia de
q.
Demonstrac¸a˜o. Para qualquer a ∈ A, definimos a aplicac¸a˜o φ : Ga × aG →
GaG por
φ(ga, ah) = gah, g, h ∈ G.
Temos que φ esta´ bem definida e que todas as suas fibras teˆm a mesma
cardinalidade
|φ−1(a)| = |Ga ∩ aG|.
Como φ e´ sobrejectiva, obtemos
|GaG||Ga ∩ aG| = |Ga||aG|
Como Ga = a + Aa, aG = a + aA e Ga ∩ aG = a + (Aa ∩ aA), vemos
que |Ga, |aG| e |Ga ∩ aG| sa˜o poteˆncias de q (pois Aa, aA e Aa ∩ aA sa˜o
espac¸os vectoriais sobre Fq, logo a sua cardinalidade e´ uma poteˆncia de q).
O resultado segue-se.
CAPI´TULO 1. SUPERCARACTERES DE GRUPOS-A´LGEBRA 5
1.4 O´rbitas no grupo dual A◦
Iremos agora definir os supercaracteres no grupo a´lgebra G = 1+A onde A e´
como na secc¸a˜o anterior. Comec¸amos por considerar os caracteres irredut´ıveis
do grupo aditivo (A,+) da Fq-a´lgebra. Definimos acc¸o˜es no grupo dual de
(A,+), que denotamos por A◦ e que e´ constitu´ıdo por todos os caracteres
irredut´ıveis de (A,+). Dados ν ∈ A◦ e g ∈ G, definimos gν, νg ∈ A◦ por
(gν)(a) = ν(g−1a) e (νg)(a) = ν(ag−1), a ∈ A.
Temos novamente duas acc¸o˜es compat´ıveis, pelo que podemos definir uma
acc¸a˜o do grupo G×G em A◦ da maneira natural por
(g, h) · ν = gνh−1, g, h ∈ G, ν ∈ A◦.
Lema 1.4.1. Seja G = 1 + A um grupo-a´lgebra sobre Fq. Enta˜o, o nu´mero
de o´rbitas esquerdas (resp., o´rbitas direitas e o´rbitas bilaterais) de G em
A e´ igual ao nu´mero de o´rbitas esquerdas (resp., o´rbitas direitas e o´rbitas
bilaterais) de G em A◦.
Demonstrac¸a˜o. Como (A,+) e´ um grupo abeliano, as classes de conjugac¸a˜o
sa˜o conjuntos singulares. Como (gν)(ga) = ν(a) para todos g ∈ G, ν ∈ A◦ e
a ∈ A, o teorema de Brauer assegura que, para qualquer g ∈ G, o nu´mero de
elementos fixos por g em A e´ igual ao nu´mero de elementos fixos por g em
A◦. Logo, o resultado segue-se pela fo´rmula de contagem de o´rbitas.
A demonstrac¸a˜o do lema seguinte e´ ana`loga ao caso de o´rbitas de G em
A.
Lema 1.4.2. Seja G = 1 + A um grupo-a´lgebra sobre Fq. Enta˜o,
|GνG| = |Gν| |νG||Gν ∩ νG|
para todo ν ∈ A◦.
Analogamente a`s acc¸o˜es de G em A, consideramos os estabilizadores (di-
reito e esquerdo, respectivamente) em G
Lν = {g ∈ G | gν = ν} e Rν = {g ∈ G | νg = ν}
de qualquer ν ∈ A◦. Estes subgrupos de G sa˜o grupos-a´lgebra e esta˜o asso-
ciados, respectivamente, a`s suba´lgebras
Lν = {a ∈ A | aA ⊆ Ker(ν)} e Rν = {a ∈ A | Aa ⊆ Ker(ν)}
de A. Como no caso de acc¸o˜es na a´lgebra A, a cardinalidade de qualquer
o´rbita a` direita, ou a` esquerda, e´ poteˆncia de q e, portanto, a cardinalidade
de qualquer o´rbita bilateral tambe´m e´ uma poteˆncia de q.
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1.5 Supercaracteres
Resumindo, definimos as superclasses do grupo-a´lgebra G = 1 + A como as
o´rbitas bilaterais de G na Fq-a´lgebra A e, pela secc¸a˜o anterior, temos tambe´m
uma partic¸a˜o do grupo dual A◦ em o´rbitas bilaterais. Vimos que o nu´mero
de superclasses e´ igual ao nu´mero de o´rbitas bilaterais em A◦. Por esta raza˜o,
iremos procurar um conjunto de “supercaracteres” que estejam em bijecc¸a˜o
com o nu´mero de o´rbitas bilaterais em A◦.
Comec¸amos por simplificar a notac¸a˜o. Considere-se a aplicac¸a˜o (bijectiva)
pi : G→ A definida por
pi(g) = g − 1, g ∈ G,
e defina-se uma acc¸a˜o a` esquerda de G sobre A por
g · a = ga+ pi(g), g ∈ G, a ∈ A.
Podemos estender esta acc¸a˜o linearmente a` a´lgebra de grupo C[A] de forma
a torna´-la um C[G]-mo´dulo a` esquerda. Ale´m disso, a aplicac¸a˜o pi pode ser
estendido linearmente a um isomorfismo de C[G]-mo´dulos esquerdos
pi : C[G]→ C[A]
em que C[G] e´ considerado como o C[G]-mo´dulo regular a` esquerda. Daqui,
resulta o seguinte:
Lema 1.5.1. Se G = 1 + A for um grupo-a´lgebra sobre Fq, enta˜o o C[G]-
mo´dulo C[A], com a acc¸a˜o definida acima, produz o caracter regular ρG de
G.
E´ conhecido que, como espac¸o vectorial sobre C, C[A] tem uma base
{εν | ν ∈ A◦}






ν(a)a, ν ∈ A◦.
Para qualquer ν ∈ A◦, temos
g · εν = ν(pi(g−1))εgν , g ∈ G.
Assim, a o´rbita a` esquerda Gν ∈ A◦ gera o C[G]-submo´dulo
Lν = C[G]εν .
CAPI´TULO 1. SUPERCARACTERES DE GRUPOS-A´LGEBRA 7
Denotamos por χν o caracter produzido por este mo´dulo e chamamos-lhe o
supercaracter de G associado a ν ∈ A◦. Notemos que, como {ετ | τ ∈ Gν} e´
base de Lν , temos que
χν(1) = dimLν = |Gν|.
Outra forma de obter os supercaracteres de G e´ dada pela proposic¸a˜o
seguinte.
Proposic¸a˜o 1.5.2. Sejam G = 1+A um grupo-a´lgebra sobre Fq, ν ∈ A◦ e Lν
o establizador esquerdo de ν em G. Enta˜o, a correspondeˆncia g 7→ ν(g − 1)




Demonstrac¸a˜o. O subespac¸o vectorial Cεν e´ um C[Lν ]-submo´dulo de Lν .
Como
g · εν = ν(pi(g−1))εν ,
temos que Cεν produz o caracter linear de Lν dado pela correspondeˆncia
g 7→ ν(pi(g−1)).
Vejamos que
ν(pi(g−1)) = ν(pi(g)), g ∈ Lν .
Repare-se que
pi(g−1) = g−1 − 1 = −g−1(g − 1) = −g−1pi(g),
logo
ν(pi(g−1)) = ν(−g−1pi(g)) = ν(g−1pi(g)) = (gν)(pi(g)) = ν(pi(g))
para todo g ∈ Lν .





onde as va´rias componentes sa˜o permutadas transitivamente por G. Uma
das parcelas desta soma e´ Cεν e, portanto, como Lν e´ o estabilizador de Cεν
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1.6 Teoria de supercaracteres
para grupos-a´lgebras
Tendo definido superclasses e supercaracteres para um grupo-a´lgebra G =
1 + A, resta verificar que o conjunto das superclasses X e conjunto dos su-
percaracteres Y formam uma teoria de supercaracteres para G.
Em primeiro lugar, provamos que todo o caracter irredut´ıvel e´ constituinte
de algum supercaracter.
Proposic¸a˜o 1.6.1. Sejam G = 1+A um grupo-a´lgebra sobre Fq e {ν1, . . . , νt}
um conjunto de representantes para as o´rbitas esquerdas de G em A◦. Enta˜o,
C[A] decompo˜e-se na soma directa
C[A] = Lν1 ⊕ · · · ⊕ Lνt
de C[G]-submo´dulos, de modo que o caracter regular ρG se decompo˜e como
soma
ρG = χν1 + · · ·+ χνt
de supercaracteres de G. Em particular, qualquer caracter irredut´ıvel de G e´
constituinte de pelo menos um supercaracter.
Demonstrac¸a˜o. Como A◦ se decompo˜e como unia˜o disjunta
A◦ = Gν1 ∪ · · · ∪Gνt
e A◦ e´ uma base de C[A] como espac¸o linear sobre C, vem que
C[A] = Lν1 ⊕ · · · ⊕ Lνt
e, portanto, ρG = χν1 + · · · + χνt . O facto de todo o caracter irredut´ıvel
ser constituinte de um supercaracter vem do facto de ele ser constituinte do
caracter regular.
Vejamos agora que os supercaracteres sa˜o ortogonais dois a dois. Re-
lembremos que, denotando por 〈−,−〉 o produto interno de Frobenius, se
tem
〈χν , χτ 〉 = dim HomC[G](Lν ,Lτ ), ν, τ ∈ A◦.
Usaremos este facto para provar a ortogonalidade dos supercaracteres.
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Notemos que C[A] pode ser dotado de uma estrutura de C[G]-mo´dulo
direito de maneira dual da que fize´mos acima, em que definimos a acc¸a˜o a`
direita de G sobre A por
a · g = ag + pi(g), a ∈ A, g ∈ G.
Estendendo esta acc¸a˜o por linearidade a C[A], vemos que a aplicac¸a˜o pi
se pode estender linearmente a um isomorfismo de C[G]-mo´dulos direitos
pi : C[G] → C[A]. Como antes, para cada ν ∈ A◦, podemos considerar o
C[G]-submo´dulo direito
Rν = ενC[G]
de C[A] que, como espac¸o vectorial sobre C, tem base {εν | ν ∈ A◦} e
que produz um caracter de G, que e´ igual ao produzido pelo C[G]-mo´dulo
esquerdo Lν (ou seja, poder´ıamos ter definido os supercaracteres usando a
acc¸a˜o a` direita de G sobre A◦).
Lema 1.6.2. Sejam G = 1 +A um grupo-a´lgebra sobre Fq e ν ∈ A◦. Enta˜o,
existe um isomorfismo de espac¸os vectoriais
HomC[G](Lν ,C[A]) ' Rν .
Em particular,
〈χν , ρG〉 = |νG|
e, portanto, |Gν| = |νG|.
Demonstrac¸a˜o. Pelo teorema de Maschke, existe um C[G]-mo´dulo L′ν tal que
C[A] = Lν ⊕ L′ν ,
logo qualquer φ ∈ HomC[G](Lν ,C[A]) pode ser estendido a um endomorphismo
φ˜ ∈ EndC[G](C[A]) tal que
L′ν ⊆ Ker(φ˜).
Devido ao isomorphismo C[A] 'C[G] C[G], vem que
EndC[G](C[A]) 'C EndC[G](C[G])
e, portanto, existe um u´nico z ∈ C[G] tal que
φ˜(x) = x · z, x ∈ C[A].
Temos
φ(εν) = φ˜(εν) = εν · z ∈ Rν ,
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logo a correspondeˆncia φ 7→ φ(εν) define uma aplicac¸a˜o linear sobrejectiva
ψ : HomC[G](Lν ,C[A])→ Rν .
Vejamos que esta aplicac¸a˜o e´ injectiva. Se ψ(εν) = 0, enta˜o
ψ(g · εν) = g · ψ(εν) = 0, g ∈ G
e, portanto, ψ e´ a aplicac¸a˜o nula. Segue-se que
HomC[G](Lν ,C[A]) ' Rν .
Para provar a segunda parte do lema, lembremo-nos que C[A] produz o
caracter regular de G, logo
〈χν , ρG〉 = dimC(HomC[G](Lν ,C[A])) = dimC(Rν) = |νG|.
Repare-se que
〈ρG, χν〉 = 1|G|
∑
g∈G
ρG(g)χν(g) = χν(1) = |Gν|,
o que termina a prova do lema.
Proposic¸a˜o 1.6.3. Sejam G = 1+A um grupo-a´lgebra sobre Fq e ν, ν ′ ∈ A◦.
Enta˜o, existe um isomorfismo de espac¸os vectoriais
HomC[G](Lν ,Lν′) ' Rν ∩ Lν′ .
Em particular, temos
HomC[G](Lν ,Lν′) 6= {0} ⇐⇒ GνG = Gν ′G,
logo
〈χν , χν′〉 6= 0 ⇐⇒ GνG = Gν ′G ⇐⇒ χν = χν′ .
Ale´m disso, temos
〈χν , χν〉 = |Gν ∩ νG|.
Demonstrac¸a˜o. Pela demonstrac¸a˜o do lema anterior, vemos que
φ ∈ HomC[G](Lν ,Lν′) ⇐⇒ φ(εν) ∈ Lν′ ∩Rν ,
logo a correspondeˆncia φ 7→ ψ(εν) induz um isomorfismo
HomC[G](Lν ,Lν′) ' Rν ∩ Lν′ .
Assim, deduzimos que
〈χν , χν′〉 = dimC HomC[G](Lν ,Lν′) = dimC(Rν ∩ Lν′).
Como {ετ | τ ∈ Gν ∩ ν ′G} e´ uma base do espac¸o vectorial Rν ∩ Lν′ , vemos
que
Rν ∩ Lν′ 6= 0 ⇐⇒ Gν ∩ ν ′G 6= ∅,
o que e´ equivalente a ν ′ ∈ GνG.
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1.7 Valores dos supercaracteres
O u´ltimo passo para vermos que temos, de facto, uma teoria de superca-
racteres e´ verificar que os supercaracteres sa˜o constantes nas superclasses.
Para isso, iremos deduzir uma fo´rmula mais conveniente para os valores dos
supercaracteres.
Com a notac¸a˜o anterior, seja ν ∈ A◦ e considere-se o subespac¸o vectorial
Dν = Lν ∩Rν , que tem como base {ετ | τ ∈ Gν ∩ νG}. Logo,
dimC(Dν) = |Gν ∩ νG| = 〈χν , χν〉.
Por outro lado, seja
Sν = StabG(Dν) = {g ∈ G | g ·Dν ⊆ Dν}
o estabilizador de Dν em G. Enta˜o, Dν e´ um C[Sν ]-mo´dulo e, portanto,
produz um caracter de Sν , que denotamos ςν .
Lema 1.7.1. Sejam G = 1 +A um grupo-a´lgebra sobre Fq e ν ∈ A◦. Enta˜o,





Demonstrac¸a˜o. Seja T ⊆ G um conjunto completo de representantes de clas-


















de subespac¸os vectoriais que sa˜o permutados transitivamente por G. Como




e o resultado segue-se.
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para todo o g em G.







































(g−1ν)(pi(h))ν(pi(h)) = 〈g−1ν, ν〉 =
{
1, se g−1ν = ν,





|νG|ν(pi(g)), se gν = ν,
0, se gν 6= ν.
Se g /∈ Sν , enta˜o gν 6= ν e, portanto, a igualdade desejada verifica-se
neste caso.
Para g ∈ Sν , calculemos ςν(g) = tr(g,Dν). Para qualquer τ ∈ Gν ∩ νG,
temos que







Como τ ∈ νG, pode verificar-se que gτ = τ ⇐⇒ gν = ν, logo
ςν(g) 6= 0 ⇐⇒ gν = ν.
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Assim, falta provar que
ςν(g) =
|Gν||νG|
|GνG ν(pi(g)) = |Gν ∩ νG| ν(pi(g))
para todo o g ∈ Sν tal que gν = ν. Neste caso, podemos repetir os ca´lculos
acima para conferir que
(νh)(pi(g−1)) = ν(pi(g−1))(gν)(pi(h−1))ν(pi(g−1))
= ν(pi(g−1))(ν)(pi(h−1))ν(pi(g−1)) = ν(pi(g−1))




τ(pi(g−1)) = |Gν ∩ νG| (pi(g−1)).
Para finalizar, como pi(1) = 0, temos
ν(pi(g)) = (gν)(pi(g)) = ν(g−1pi(g)) = ν(pi(g−1g)− pi(g−1)) = ν(pi(g−1)),
logo
ςν(g) = |Gν ∩ νG| ν(pi(g)),
o que completa a prova.
Tendo em conta os dois lemas anteriores, o resultado seguinte resulta
facilmente.







τ(g − 1), g ∈ G.
Demonstrac¸a˜o. Sejam g ∈ G e T ⊂ G um conjunto completo de representan-
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para todo o t ∈ T .




















Recordando que a superclasse que conte´m g ∈ G e´ o conjunto K = 1 +
Gpi(g)G, obtemos o seguinte corola´rio.
Corola´rio 1.7.4. Sejam G = 1 + A um grupo-a´lgebra sobre Fq, ν ∈ A◦ e







onde K ⊆ G e´ a superclasse que conte´m g.
Demonstrac¸a˜o. Como Gµ(g)G e GνG sa˜o o´rbitas para a acc¸a˜o de G×G em







































Pelo u´ltimo resultado, vemos que os supercaracteres sa˜o constantes nas
superclasses, logo temos uma teoria de supercaracteres para o grupo-a´lgebra




Neste cap´ıtulo, resumimos as noc¸o˜es e resultados gerais que va˜o ser ne-
cessa´rios para o nosso estudo. Este resultados podem ser encontrados com
maior detalhe em [?] [?] [?] [?] [?] [?]
2.1 Feixes: teoria cla´ssica
Nesta secc¸a˜o, X denotara´ um espac¸o topolo´gico.
Definic¸a˜o. Por um pre´feixe de grupo abelianos sobre X entendemos um
objecto F que consiste em:
• um grupo abeliano F (U) para cada aberto U de X,
• um morfismo de grupo abelianos ρU,V : F (U) → F (V ) para cada par
(U, V ) de abertos de X com V ⊆ U ,
de forma a que sejam satisfeitas as propriedades seguintes:
• ρU,U : F (U)→ F (U) e´ a aplicac¸a˜o identidade.
• Se W ⊆ V ⊆ U sa˜o abertos de X, enta˜o ρU,W = ρV,W ◦ ρU,V .
A cada morfismo ρU,V chamamos o morfismo de restric¸a˜o e, para cada s ∈
F (U), denotaremos a imagem ρU,V (s) ∈ F (V ) por s|V .
Os pre´feixes sa˜o essencialmente correspondeˆncias entre abertos e estru-
turas a´lgebricas. No entanto, esta correspondeˆncia esta´ sujeita a poucas
condic¸o˜es, ou seja, a dependeˆncia na topologia de X e´ bastante pequena.
Por isso, estamos interessados em objectos mais r´ıgidos, que reflictam apro-
priadamente a dependeˆncia do espac¸o topolo´gico X.
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Definic¸a˜o. Um pre´feixe F em X diz-se um feixe se satisfizer a condic¸a˜o
seguinte:
• Se U for um aberto de X, {Ui}i∈I for uma cobertura aberta de U e
si ∈ F (Ui), para i ∈ I, forem tais que si|Ui∩Uj = sj |Ui∩Uj para todos
i, j ∈ I, enta˜o existe um e um so´ s ∈ F (U) tal que sUi = si para todo
o i ∈ I.
De maneira similar, podemos definir (pre´)feixe de ane´is sobre X ou, para
dado anel R, (pre´)feixe de R-mo´dulos sobre X.
A definic¸a˜o de feixe ja´ reflecte a dependeˆncia da topologia de X. Dada
uma variedade M , obtemos um feixe (de ane´is) se, a cada aberto U de M ,
fizermos corresponder o anel C∞(U). A condic¸a˜o imposta reflecte o facto de,
dada um cobertura {Vi}i∈I da variedade M e dadas func¸o˜es f, g : M → C, se
f e g coincidirem em cada aberto da cobertura, enta˜o f = g (unicidade) e,
tambe´m, o facto de, se tivermos uma colecc¸a˜o de func¸o˜es definidas em cada
elemento da cobertura e tais que concordem nas intersecc¸o˜es, enta˜o podemos
prolonga´-las a uma func¸a˜o definida em M .
Definic¸a˜o. Se F for feixe em X e x ∈ X, definimos o germe de F em x




tomado sobre todos os abertos de X que conteˆm x. Assim, para qualquer
aberto U de X com x ∈ U , existe uma aplicac¸a˜o natural F (U) → Fx e,
portanto, qualquer elemento s ∈ F (U) determina um elemento sx ∈ Fx.
Definic¸a˜o. SeF e G forem pre´feixes ou feixes em X, um morfismo ϕ : F →
G e´ uma colecc¸a˜o de morfismos ϕU : F (U)→ G (U), em que U e´ um aberto








F (V ) ϕV
// G (V )
e´ comutativo, onde ρU,V e ρ
′
U,V sa˜o os morfismos de restric¸a˜o de F e G ,
respectivamente.
A colecc¸a˜o dos feixes de grupos abelianos sobre X constituem os objectos
de uma categoria, que denotaremos por Sh(X), em que os morfismos sa˜o
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os morfismos de feixes. Como e´ usual, se F e G forem objectos de Sh(X),
denotaremos por
HomSh(X)(F ,G )
o conjunto dos morfismos F → G . A categoria Sh(X) e´ abeliana. Se R
for um anel comutativo e com identidade, podemos definir de modo ana´logo
a categoria dos feixes de R-mo´dulos em X que denotaremos por Sh(X,R).
Notemos que Sh(X) = Sh(X,Z).
Definic¸a˜o. Se f : X → Y for uma aplicac¸a˜o cont´ınua de espac¸os topolo´gicos,
definimos:
• Para qualquer feixe F em X, a imagem directa f∗F como sendo o
feixe em Y dado por
f∗F (V ) = F (f−1(V ))
para todo o aberto V de Y .
• Para qualquer feixe G em Y , a imagem inversa f ∗G como sendo o feixe
em X dado por
f ∗G (U) = lim−→
f(U)⊆V
G (V )
onde U e´ um aberto de X e o limite e´ tomado sobre todos os abertos
V de Y que conteˆm f(U).
Sa˜o va´lidas as propriedades seguintes:
• Para qualquer y ∈ Y , temos
(f ∗G )y ' Gf(y).
• Se Z for um espac¸o topolo´gico, g : Y → Z for uma aplicac¸a˜o cont´ınua
e H for um feixe em Z, enta˜o
(g ◦ f)∗H ' f ∗(g∗H ).
• Se F e G forem como acima, existe uma bijecc¸a˜o natural
HomSh(X)(f
∗G ,F ) ' HomSh(Y )(G , f∗F )
(o que significa que o functor f ∗ e´ adjunto a` esquerda de f∗).
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Definic¸a˜o. Para qualquer pre´feixe F num espac¸o topolo´gico X, existe um
feixeF+ e um morfismo de pre´feixes θ : F → F+ tal que, para qualquer feixe
G e qualquer morfismo ϕ : F → G , existe um u´nico morfismo ψ : F+ → G
tal que ϕ = ψ ◦ θ. Ao feixe F+ chamamos a feixificac¸a˜o do pre´feixe F .
A feixificac¸a˜o de um pre´feixe e´ u´nica a menos de isomorfismo e a feixi-
ficac¸a˜o de um feixe e´ ele mesmo.
Definic¸a˜o. Se A for um grupo abeliano (anel, R-mo´dulo, etc.), definimos o
feixe constante em X associado a A como sendo a feixificac¸a˜o do pre´feixe F
em X tal que F (U) = A para qualquer aberto U de X.
Pode provar-se que, para qualquer aberto U ⊆ X, F+(U) e´ constitu´ıdo
por todas as func¸o˜es cont´ınuas U → A quando consideramos A munido da
topologia discreta. Em particular, definimos o feixe nulo em X como sendo
a feixificac¸a˜o do pre´feixe F em X tal que F (U) = 0 para qualquer aberto
U de X.
Definic¸a˜o. Dizemos que um feixe F em X e´:
• um sistema local (ou um feixe localmente constante) se existir uma
cobertura aberta {Uα}α∈Λ de X tal que, se iα : Uα → X for o morfismo
de inclusa˜o, enta˜o iα
∗F e´ um feixe constante em Uα.
• construt´ıvel se existir uma cobertura finita X = X1 ∪ · · · ∪ Xm de X
em conjuntos localmente fechados tal que, para qualquer 1 ≤ k ≤ m,
se ik : Xk → X for o morfismo de inclusa˜o, enta˜o ik∗F e´ um sistema
local em Xk.
Para terminar, resumimos algumas definic¸o˜es naturais.
Definic¸a˜o. Dado um feixe F em X, chamamos subfeixe de F a qualquer
feixe F ′ em X tal que, para todo o aberto U de X, F ′(U) e´ um subgrupo
(subanel, submo´dulo, etc.) de F (U) e tal que os morfismos de restric¸a˜o de
F ′ sejam induzidos naturalmente pelos de F .
Definic¸a˜o. Dado um morfismo ϕ : F → G de feixes em X, definimos:
• O nu´cleo Ker(ϕ) de ϕ como sendo o feixe dado por U 7→ Ker(ϕ(U)).
• A imagem Im(ϕ) de ϕ como sendo a feixificac¸a˜o do pre´feixe dado por
U 7→ Im(ϕ(U)).
Verifica-se que Ker(ϕ) e´ um subfeixe de F e que Im(ϕ) e´ um subfeixe de
G .
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Definic¸a˜o. • Dado um subfeixe F ′ de um feixe F em X, definimos o
feixe quociente F/F ′ como sendo a feixificac¸a˜o do pre´feixe dado por
U 7→ F (U)/F ′(U).
• Dados dois feixes F e G em X, definimos a soma directa o feixe F ⊕G
como o feixe dado por U 7→ F (U)⊕ G (U).
• Se R for um anel e F e G forem feixes de R-mo´dulos em X, definimos
o produto tensorial F ⊗G como sendo o feixe dado por U 7→ F (U)⊗R
G (U).
• Se F e G forem feixes em X, definimos Hom(F ,G ) como sendo o
feixe dado por U 7→ Hom(F ,G )(U) = HomSh(U)((iU)∗F , (iU)∗F )
onde iU : U → X e´ o morfismo de inclusa˜o.
2.2 Esquemas
Para os nossos propo´sitos, precisaremos de um ana´logo na˜o-cla´ssico da te-
oria de feixes. Para a introduzirmos, e´ conveniente usar a linguagem dos
esquemas.
Definic¸a˜o. • Um espac¸o anelado e´ um par (X,OX) onde X e´ um espac¸o
topolo´gico e OX e´ um feixe de ane´is em X. Um morfismo de espac¸os
anelados (X,OX) → (Y,OY ) e´ um par (φ, φ]) em que φ : X → Y e´
uma aplicac¸a˜o continua e φ] : OY → φ∗OX e´ um morfismo de feixes.
Qualquer morfismo (X,OX) → (Y,OY ) de espac¸os anelados induz um
morfismo dos germes OY,f(x) → OX,x para todo x ∈ X.
• Um espac¸o localmente anelado e´ um espac¸o anelado (X,OX) em que
o germe OX,x e´ um anel local (isto e´, um anel comutativo com iden-
tidade que tem um u´nico ideal maximal). Um morfismo de espac¸os
localmente anelados (X,OX) → (Y,OY ) e´ um morfismo de espac¸os
anelados (φ, φ]) : (X,OX) → (Y,OY ) que induz um morfismo local
OY,φ(x) → OX,x para todo x ∈ X (isto significa que, para qualquer
x ∈ X, a imagem inversa do ideal maximal de OX,x e´ o ideal maximal
de OY,φ(x)).
Para qualquer anel comutativo com identidade R, definimos o espectro de
R, que denotamos por Spec(R), como sendo o conjunto de todos os ideais
primos de R. Dado qualquer subconjunto T ⊆ R definimos o subconjunto
V (T ) ⊂ Spec(R) por
V (T ) = {p ∈ Spec(R) | T ⊆ p}.
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Obtemos assim uma topologia em Spec(R) em que os subconjuntos fechados
sa˜o exactamente os subconjuntos V (T ) para T ⊆ R. A esta topologia cha-
mamos a topologia de Zariski de Spec(R). Se, para cada f ∈ R, definirmos
D(f) = {p ∈ Spec(R) | f /∈ p},
obtemos uma base de abertos {D(f) | f ∈ R} para a topologia de Zariski
em Spec(R). A estes abertos chamamos os abertos principais de Spec(R).
Notemos que D(1) = Spec(R).
A topologia de Zariski em Spec(R) relaciona-se com a estrutura do anel
R da forma seguinte. Dado qualquer ideal primo p ∈ Spec(R), consideramos
a localizac¸a˜o Rp de R em p. Definimos o feixe de estrutura OSpec(R) como se
segue. Para cada f ∈ R, definimos
OSpec(R)(D(f)) = Rf






onde o limite inverso e´ tomado sobre todos os abertos principais que esta˜o
contidos em U .
A correspondeˆncia U 7→ OSpec(R)(U) define um feixe de ane´is em Spec(R)
em que
OSpec(R),p ' Rp, p ∈ Spec(R).
Assim, o par (Spec(R),OR) e´ um espac¸o localmente anelado.
Se φ : R → R′ for um morfismo de ane´is comutativos e com identidade,
enta˜o φ induz de modo natural um morfismo de espac¸os localmente anelados
(φ, φ]) : (Spec(R′),OSpec(R′))→ (Spec(R),OSpec(R)).
Ale´m disso, qualquer morfismo de espac¸os anelados de (Spec(R′),OSpec(R′))
em (Spec(R),OSpec(R)) e´ obtido por este processo a partir de um morfismo
de ane´is R → R′. De facto, o morfismo de feixes φ] : OSpec(k) → φ∗OSpec(R)
induz um morfismo de ane´is φ∗ : R′ → R (basta considerar os abertos prin-
cipais D(1) em Spec(R′) e Spec(R)). Referimo-nos a φ∗ como o comorfismo
associado a φ.
Definic¸a˜o. • Um esquema afim e´ um espac¸o localmente anelado (X,OX)
que e´ isomorfo, como espac¸o localmente anelado, a (Spec(R),OSpec(R))
em que R e´ algum anel comutativo e com identidade.
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• Um esquema e´ um espac¸o localmente anelado (X,OX) em que, para
qualquer ponto de X, existe uma vizinhanc¸a aberta U de x tal que o par
(U, iU
∗OX), induzido pela inclusa˜o iU : U → X, e´ um esquema afim. Os
morfismos entre esquemas sa˜o os morfismos entre os respectivos espac¸os
localmente anelados.
Para simplificar, denotaremos um esquema (X,OX) apenas por X, suben-
tendendo o feixe de estrutura OX , e um morfismo de esquema (φ, φ]) apenas
por φ, subentendendo o morfismo de feixes φ].
Definic¸a˜o. Dado um esquema S, por um esquema sobre S (ou, um S-
esquema) entendemos um par (X,λ) em que X e´ um esquema e λ : X →
S e´ um morfismo de esquemas, a que chamaremos o morfismo de estru-
tura; dizemos que S e´ o esquema-base de X. Um morfismo de S-esquemas
(X,λ) → (Y, µ), a que nos referimos por S-morfismo, e´ um morfismo de











Para simplificar a notac¸a˜o, denotaremos um S-esquema (X,λ) apenas por
X, subentendendo o morfismo de estrutura λ. Dados S-esquemas X e Y ,
denotaremos por
HomS(X, Y )
o conjunto de todos os S-morfismos X → Y .
Definic¸a˜o. Se R for um anel comutativo com identidade, dizemos que um
esquema e´ um esquema sobre R (ou, um R-esquema) se for um esquema
sobre Spec(R); referimo-nos a um morfismo de R-esquemas por R-morfismo
e, dados R-esquemas, denotaremos por
HomR(X, Y )
o conjunto de todos os R-morfismos X → Y .
No caso em que X = Spec(R′) for um R-esquema afim (em que R′ e´ um
anel comutativo com identidade), o morfismo de estrutura λ : X → Spec(R)
corresponde univocamente a um morfismo de ane´is λ∗ : R → R′, o que nos
permite considerar R′ como uma R-a´lgebra (comutativa).
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De seguida, consideramos produtos de esquemas.
Definic¸a˜o. • Se X e Y forem esquemas, existe um esquema X × Y ,
que e´ u´nico a menos de isomorfismo, para o qual existem morfismos
p1 : X × Y → X e p2 : X × Y → Y tais que, para qualquer esquema
Z e quaisquer morfismos f : Z → X e g : Z → Y , existe um e um so´














comutativo, isto e´, f = p1◦h e g = p2◦h. Ao esquema X×Y chamamos
o produto de X e Y e aos morfismos p1 e p2 chamamos as projecc¸o˜es
de X × Y em X e Y , respectivamente.
• Dado um esquema S, se X e Y forem S-esquemas, com morfismos de
estrutura λ : X → S e µ : Y → S, enta˜o existe um S-esquema X ×S Y ,
que e´ u´nico a menos de isomorfismo, para o qual existem morfismos
p1 : X ×S Y → X e p2 : X ×S Y → Y satisfazendo λ ◦ p1 = µ ◦ p2 e
tais que, para qualquer esquema Z e quaisquer morfismos f : Z → X
e g : Z → Y satisfazendo λ ◦ f = µ ◦ g, existe um e um so´ morfismo


















Ao esquema X ×S Y chamamos o produto fibrado de X e Y e aos
morfismos p1 e p2 chamamos as projecc¸o˜es de X ×S Y em X e Y ,
respectivamente.
No caso em que X = Spec(A), Y = Spec(B) sa˜o esquemas afins sobre um
esquema afim S = Spec(R), cada um dos ane´is (comutativos e com identi-
dade) A e B tem uma estrutura natural de R-a´lgebra, de modo que podemos
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formar a R-a´lgebra A ⊗R B. Esta R-a´lgebra e´ comutativa e, portanto, de-
termina o esquema afim Spec(A ⊗R B) que, a menos de isomorfismo, e´ o
produto fibrado Spec(A)×Spec(R) Spec(B), isto e´,
Spec(A)×R Spec(B) ' Spec(A⊗R B)
onde, para simplificar, escrevemos ×R em vez de ×Spec(R).
O exemplo que se segue ilustra a importaˆncia do morfismo de estrutura.
Considerando o esquema afim Spec(C) sobre C, temos que
Spec(C)×Spec(C) Spec(C) ' Spec(C).
Se o considerarmos sobre Spec(R), temos
Spec(C)×Spec(R) Spec(C) ' Spec(C⊗R C) ' Spec(R4).
No entanto, Spec(C) e Spec(R4) na˜o sa˜o isomorfos como esquemas.
Se R for um anel comutativo com identidade e X for um esquema sobre
Spec(R), diremos simplesmente que X e´ um esquema sobre R (ou, um R-
esquema). Em particular, um esquema sobre um corpo k e´ um esquema X
munido de um morfismo de estrutura λ : X → Spec(k); notemos que Spec(k)
so´ tem um ponto, o ideal nulo {0}. Se k ⊆ k′ for uma extensa˜o de corpos, a
inclusa˜o k ↪→ k′ determina um morfismo de esquemas Spec(k′)→ Spec(k), de
modo que Spec(k′) e´ um k-esquema. Por outro lado, se X for um k-esquema,
o produto fibrado X×k Spec(k′), que denotaremos apenas por X×k k′, e´ um
k′-esquema. Dizemos que X ×k k′ e´ obtido de X fazendo uma extensa˜o de
base.
Definic¸a˜o. Um esquema X diz-se:
• conexo se X for um espac¸o topolo´gico conexo;
• separado se a imagem ∆(X) do morfismo diagonal
∆: X → X ×X, x 7→ (x, x),
for um subconjunto fechado de X ×X;
• reduzido se, para qualquer aberto U de X, o anel OX(U) na˜o tiver
elementos nilpotentes (isto e´, elementos na˜o-nulos f tais que fm = 0
para algum m ∈ N).
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Se R for um anel comutativo e com identidade, enta˜o Spec(R) e´ um
esquema separado; deste modo, qualquer esquema afim e´ separado. Por outro
lado, Spec(R) sera´ conexo se e so´ se 0 e 1 forem os u´nicos idempotentes de
R. Em particular, se x1, . . . , xn forem indeterminadas e k for um corpo,
o esquema Spec(k[x1, . . . , xn]) associado ao anel polinomial k[x1, . . . , xn] e´
conexo. Nesta situac¸a˜o, simplificamos a notac¸a˜o pondo x = {x1, . . . , xn} e
escrevendo
k[x] = k[x1, . . . , xn].
Definic¸a˜o. Se k for um corpo e X for um k-esquema, dizemos que X e´:
• geometricamente conexo se, para qualquer extensa˜o de corpos k ⊆ k′,
o esquema X ×k k′ for conexo;
• suave se, para qualquer x ∈ X ×k k¯, onde k¯ e´ o fecho alge´brico de k, o
germe de OX×kk¯,x em x for um anel regular;
• de tipo finito sobre k se o morfismo de estrutura λ : X → Spec(k) for um
morfismo finito, isto e´, se existir uma cobertura aberta finita {Uk}1≤k≤m
de X tal que, para qualquer 1 ≤ k ≤ m, a inclusa˜o ik : Uk → X induz
um esquema afim (Uk, ik
∗OX) que e´ isomorfo a Spec(Ak) para alguma
k-a´lgebra (comutativa) Ak que e´ finitamente gerada (como a´lgebra).
Mais geralmente:
Definic¸a˜o. Dizemos que um morfismo de esquemas φ : X → Y e´ um mor-
fismo finito se existir uma cobertura aberta finita {Vk}1≤k≤m de Y tal que,
para qualquer 1 ≤ k ≤ m:
• a inclusa˜o jk : Vk → Y induz um esquema afim (Vk, jk∗OY ) que e´ iso-
morfo a Spec(Bk) para algum anel comutativo com identidade Bk,
• a inclusa˜o ik : φ−1(Vk) → X induz um esquema afim (φ−1(Vk), ik∗OX)
que e´ isomorfo a Spec(Ak) para alguma Bk-a´lgebra (comutativa) Ak
que e´ finitamente gerada (como a´lgebra).
Se X for um esquema de tipo finito sobre um corpo k, enta˜o X e´ suave
se e so´ se for reduzido.
Neste trabalho, consideraremos apenas variedades alge´bricas sobre um
corpo k. Para os nossos propo´sitos, chamamos variedade alge´brica sobre k
(ou, k-variedade alge´brica) a qualquer k-esquema que seja reduzido, separado
e de tipo finito. Esta definic¸a˜o e´ equivalente a` definic¸a˜o cla´ssica de variedade
alge´brica. Por exemplo, quando V e´ uma variedade afim sobre k com anel de
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coordenadas k[V ], o esquema que lhe corresponde e´ Spec(k[V ]). Os pontos
de V correspondem bijectivamente aos pontos fechados de Spec(k[V ]). De
facto, os pontos de V correspondem bijectivamente aos ideais maximais de
k[V ] e um ponto de Spec(k[V ]) (isto e´, um ideal primo de k[V ]) e´ um ponto
fechado se e so´ se for um ideal maximal de k[V ].
2.3 Feixes num espac¸o e´tale
A topologia de Zariski na˜o e´ suficiente para os efeitos necessa´rios devido a
va´rios problemas (nomeadamente porque na˜o tem abertos suficientes). Por
isso, Grothendieck estendeu a noc¸a˜o cla´ssica de feixe num espac¸o topolo´gico,
observando que um feixe e´ essencialmente um functor contravariante da ca-
tegoria dos abertos de um espac¸o topolo´gico para a categoria dos grupos
abelianos (ane´is, R-mo´dulos, etc.).
Ao longo da secc¸a˜o, denotamos por X um esquema que supomos ser
separado e de tipo finito sobre um corpo algebricamente fechado.
Definic¸a˜o. Se U for um esquema, dizemos que um morfismo (de esquemas)
u : U → X e´ um morfismo e´tale se:
• a fibra u−1(x) for finita para qualquer ponto fechado x ∈ X;
• para qualquer ponto fechado x ∈ X e qualquer o y ∈ u−1(x), o morfismo
nos germes OU,y → OX,x induzir um isomorfismo nas suas completac¸o˜es
com respeito aos respectivos ideais maximais.
Dizemos tambe´m que o par (U, u) e´ conjunto aberto e´tale em X.
Em particular, dado um aberto U de X, a inclusa˜o iU : U → X determina
um esquema (U, iU
∗OX) e iU : U → X e´ morfismo e´tale. Logo, qualquer
aberto de X determina um conjunto aberto e´tale em X; no entanto, nem
todos os abertos e´tale sa˜o definidos por subconjuntos abertos de X.
Definic¸a˜o. Um morfismo de abertos e´tale (U, u)→ (V, v) em X e´ um mor-
fismo de esquemas w : U → V tal que u = v ◦ w. Mais informalmente, um








26 2.3. FEIXES NUM ESPAC¸O E´TALE
Denotaremos por Et(X) a categoria dos abertos e´tale em X, em que os
morfismos sa˜o os morfismos de abertos e´tale.
Definic¸a˜o. Definimos um pre´feixe e´tale de grupos abelianos (ane´is, R-mo´dulos,
etc.) em X como sendo um functor contravariante F da categoria Et(X)
para a categoria dos grupos abelianos (ane´is, R-mo´dulos, etc.). Assim, a
qualquer morfismo e´tale U → X associamos um grupo abeliano (anel, R-
mo´dulo, etc.) F (U → X) e um morfismo







em Et(X), de modo que:
• ρU,U e´ o morfismo identidade;








em Et(X). Para simplificar, chamaremos pre´feixe em Et(X) a qualquer
pre´feixe e´tale em X.
Para definir feixe e´tale precisamos da noc¸a˜o de cobertura e´tale e de um
ana´logo para a intersecc¸a˜o de abertos em Et(X).





chamamos uma cobertura aberta e´tale de X.
• Por outro lado, considere-se um pre´feixe e´taleF em X e sejam U u→ X
um aberto e´tale de X e {Ui pi→ U}i∈I uma cobertura aberta e´tale de
U . Enta˜o, para cada i ∈ I, temos um aberto e´tale U → X obtido por
composic¸a˜o. Para cada i ∈ I, seja si ∈ F (Ui → X) e suponhamos que
ρUi,Ui×UUj(si) = ρUj ,Ui×UUj(sj)
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para todos i, j ∈ I; para quaisquer i, j ∈ I, o produto fibrado Ui×UUj e´
um aberto e´tale em X (que e´ o ana´logo e´tale da intersecc¸a˜o de abertos).
Nesta situac¸a˜o, dizemos que a famı´lia {si}i∈I satisfaz a condic¸a˜o de
colagem.
Definic¸a˜o. Dizemos que F e´ um feixe e´tale em X (ou, simplesmente, um
feixe em Et(X)) se, para qualquer aberto e´tale U → X de X, qualquer
cobertura aberta e´tale finita {Ui → U}i∈I de U e qualquer famı´lia {si}i∈I ,
si ∈ F (Ui → X), que satisfaz a condic¸a˜o de colagem existir um e um so´
s ∈ F (U → X) tal que si = ρU,Ui(s).
A colecc¸a˜o dos feixes de grupos abelianos sobre Et(X) constituem os ob-
jectos de uma categoria, que denotaremos por Shet(X), em que os morfismos
sa˜o os morfismos de feixes e´tale. Se F e G forem objectos de Shet(X),
denotaremos por
HomShet(X)(F ,G )
o conjunto dos morfismos F → G . A categoria Shet(X) e´ abeliana. Se R for
um anel comutativo e com identidade, podemos definir de modo ana´logo a ca-
tegoria dos feixes de R-mo´dulos em Et(X) que denotaremos por Shet(X,R).
e´ claro que Shet(X) = Shet(X,Z).
Definic¸a˜o. Para qualquer pre´feixe F em Et(X), existem um feixe F+ em
Et(X) e um morfismo de pre´feixes ϕ : F → F+ tais que, para todo o feixe
G e todo o morfismo ψ : F → G , existe um u´nico morfismo θ : F+ → G tal
que: ψ = θ◦ϕ. Ao feixeF+, que e´ u´nico a menos de isomorfismo, chamamos
a feixificac¸a˜o (e´tale) do pre´feixe F .
Para definirmos os germes num ponto, precisamos de generalizar a noc¸a˜o
de vizinhanc¸a aberta. Comec¸amos por encarar os pontos de um esquema de
uma forma diferente.
• Definimos um ponto geome´trico de X como sendo um morfismo de
esquemas Spec(K)→ X em que K e´ um corpo alge´bricamente fechado.
Chamamos centro de um ponto geome´trico Spec(K) → X a` imagem
x ∈ X do u´nico elemento de Spec(K).
• Denotando por x¯ o ponto geome´trico Spec(K) → X que tem centro








onde U → X e´ um aberto e´tale de X.
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Definic¸a˜o. Para qualquer ponto geome´trico x¯ de X, definimos o germe Fx¯
de um feixe F em Et(X) como sendo o limite directo
Fx¯ = lim−→F (U → X)
tomado sobre todas as vizinhanc¸as e´tale U → X de x¯.
De seguida, definimos as imagens directa e inversa de um feixe e´tale.
Definic¸a˜o. Dados um morfismo de esquemas φ : X → Y e um feixe F em
Et(X), definimos a imagem directa φ∗F como sendo o feixe em Et(Y ) dado
por
φ∗F (U → Y ) = F (X ×Y U → X)
para qualquer aberto e´tale U → Y de Y .
No caso em que U e´ um subconjunto aberto de Y , temos que X ×Y U '
φ−1(U) e, portanto, esta noc¸a˜o de imagem directa e´ a extensa˜o da noc¸a˜o no
caso cla´ssico.
Para a noc¸a˜o de imagem inversa, que sera´ tambe´m um ana´logo da teoria
cla´ssica, precisamos de uma noc¸a˜o ana´loga a` de inclusa˜o num aberto.
Dados um morfismo de esquemas φ : X → Y e qualquer aberto e´tale
U → X em Et(X), denotamos por V(U) o conjunto de todos os abertos









Definic¸a˜o. Dado um feixe G em Et(Y ), definimos a imagem inversa φ∗G
como sendo a feixificac¸a˜o do pre´feixe pre(φ∗G ) em Et(X) dado por
pre(φ∗G )(U → X) = lim←−
V ∈V(U)
G (V → Y )
para qualquer aberto e´tale U → X de X.
Para qualquer ponto geome´trico x¯ : Spec(K) → X de X, a composic¸a˜o
φ ◦ x¯ : Spec(K)→ Y e´ um ponto geome´trico de Y e temos
(φ∗G )x¯ = Gφ◦x¯.
Tal como no caso cla´ssico, o functor G 7→ φ∗G e´ adjunto a` esquerda do
functor F 7→ φ∗F , isto e´, existe uma bijecc¸a˜o
HomShet(X)(φ
∗G ,F ) ' HomShet(Y )(G , φ∗F )
para quaisquer feixes F ∈ Shet(X) e G ∈ Shet(Y ).
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Ha´ tambe´m a possibilidade de definir imagens directa e inversa pro´prias.
Definic¸a˜o. • Para qualquer feixeF em Et(X), a imagem directa pro´pria
φ!G de F e´ o feixe em Et(Y ) univocamente determinado (a menos de
isomorfismo) pela propriedade de que o functor F → φ!F e´ adjunto a`
esquerda do functor G → φ∗G , isto e´, existe uma bijecc¸a˜o
HomShet(Y )(φ!F ,G ) ' HomShet(X)(F , φ∗G )
para quaisquer feixesF ∈ Shet(X) e G ∈ Shet(Y ). Prova-se que existe
um morfismo injectivo
φ!F → φ∗F ,
que e´ um isomorfismo no caso em que φ e´ um morfismo pro´prio.
• Para qualquer feixe F em Et(X), a imagem inversa pro´pria φ!G de
F e´ o feixe em Et(Y ) univocamente determinado (a menos de iso-
morfismo) pela propriedade de que o functor φ! e´ adjunto a` direita do
functor φ!, isto e´, existe uma bijecc¸a˜o
HomShet(X)(φ
!F ,G ) ' HomShet(Y )(F , φ!G )
para quaisquer feixes F ∈ Shet(X) e G ∈ Shet(Y ). No caso em que φ
e´ um morfismo e´tale, temos φ! = φ∗.
Definimos tambe´m feixes (e´tale) constantes, localmente constantes e cons-
trut´ıveis em Et(X).
Definic¸a˜o. Dizemos que um feixe F em Et(X) e´:
• um feixe constante se for a feixificac¸a˜o (F0)+ de algum pre´feixe F0 em
que F0(U) = F0(V ) para quaisquer abertos e´tale U, V ∈ Et(X).
• um sistema local (ou, um feixe localmente constante) se existir uma
cobertura e´tale finita {Ui pi→ X}i∈I de X tal que, para qualquer i ∈ I,
a imagem inversa pi
∗F e´ um feixe constante.
• um feixe construt´ıvel se X for uma unia˜o disjunta de subconjuntos
localmente fechados {Xj}j∈J de modo que, para qualquer j ∈ J , a
inclusa˜o ij : Xj → X determina um sistema local ij∗F em Et(Xj).
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2.4 Feixes `-a´dicos
Nesta secc¸a˜o, consideramos um esquema X que supomos separado e de tipo
finito sobre um corpo algebricamente fechado K. Todos os feixes sobre X
sa˜o feixes e´tale em Et(X).
Fixamos um primo ` e consideramos o anel Z` dos inteiros `-a´dicos. Por
definic¸a˜o, Z` e´ o limite inverso do sistema (inverso)
· · · → Z/`n+1Z→ Z/`nZ→ · · ·Z/`2Z→ Z/`Z→ Z.
Z` e´ um domı´nio de valorizac¸a˜o discreta, em que `Z` e´ o u´nico ideal maximal.
O corpo residual Z`/`Z` e´ isomorfo ao corpo finito F`. Denotamos por Q` o
corpo dos nu´meros `-a´dicos, isto e´, o corpo dos quocientes de Z`. Ale´m disso,
escolhemos um fecho alge´brico Q¯` de Q` e consideramos corpos Q` ⊆ E ⊆ Q¯`
para os quais a extensa˜o Q` ⊆ E e´ finita. Denotamos por RE o anel dos
inteiros (alge´bricos) de E. Tal como Z`, RE e´ um domı´nio de valorizac¸a˜o
discreta (e, em particular, um domı´nio de ideais principais). Denotamos por
mE o u´nico ideal maximal de RE e escolhemos pi ∈ mE tal que mE = piRE (pi
diz-se um uniformizador de E). Os quocientes RE/pi
n+1RE sa˜o ane´is finitos
e RE/piRE = RE/mE e´ um corpo finito de caracter´ıstica `.
Para simplificar, pomos R = RE e m = mE. Um (R/pi
nR)-mo´dulo e´ um
R-mo´dulo M tal que pinM = 0. Por exemplo, R/pinR e´ um (R/pinR)-mo´dulo.
Qualquer (R/pinR)-mo´dulo tem uma estrutura natural de (R/pin+1R)-mo´dulo
(porque pinM = 0 implica pin+1M = 0). Em particular, R/pinR-mo´dulo
pode ser considerado um (R/pin+1R)-mo´dulo. Por outro lado, dado qualquer
(R/pin+1R)-mo´dulo N , podemos construir o (R/pinR)-mo´dulo
N ′ = N ⊗R/pin+1R (R/pinR).
De forma ana´loga, qualquer feixe e´tale F ∈ Sh(X) de (R/pin+1R)-mo´dulos
(sobre o esquema X), podemos construir um feixe e´tale F ′ de (R/pinR)-
mo´dulos definindo
F ′(U → X) = F (U → X)⊗R/pin+1R (R/pinR)
para qualquer aberto e´tale U → X. Denotamos este feixe por
F ⊗R/pin+1R (R/pinR).
Existe um morfismo natural
F → F ⊗R/pin+1R (R/pinR).
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Definic¸a˜o. Um feixe pi-a´dico (no esquema X) e´ um sistema inverso
· · · → Fn → Fn−1 → · · · → F1 → F0
onde Fn e´ um feixe construt´ıvel de (R/pin+1R)-mo´dulos e existem isomorfis-
mos
Fn−1 ' Fn ⊗R/pin+1R (R/pinR)







Definic¸a˜o. Um sistema local pi-a´dico F = (Fn)n≥0 e´ um feixe pi-a´dico em
que cadaFn e´ um sistema local. Como exemplo, se M for um R-mo´dulo fini-
tamente gerado eFn ≡M/pin+1M for o sistema local associado a M/pin+1M ,
enta˜o F = (Fn)n≥0 e´ um feixe pi-a´dico.
Outros exemplo sa˜o os seguintes:
• Se F = (Fn)n≥0 e G = (Gn)n≥0 forem feixes pi-a´dicos, enta˜o
F ⊗R G = (Fn ⊗R/pin+1R Gn)n≥0
e´ um feixe pi-a´dico.
• Se F = (Fn)n≥0 for um feixe pi-a´dico, enta˜o
φ∗F = (φ∗Fn)n≥0
tambe´m e´ um feixe pi-a´dico para qualquer morfismo de esquemas f .
Definic¸a˜o. Se F = (Fn)n≥0 for um feixe pi-a´dico e x¯ : Spec(K)→ X for um
ponto geome´trico, enta˜o (Fn,x¯)n≥0 e´ um sistema inverso. Definimos o germe
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Dado um feixe pi-a´dico F , podemos formar as suas translac¸o˜es F [k]
para k ≥ 0, pondo (F [k])n = Fk+n. Por um feixe pi-a´dico de Artin-Rees
entendemos um sistema inverso
· · · → Gn → Gn−1 → · · · → G1 → G0
para o qual existe um feixe pi-a´dicoF e um morfismoF [k]→ G cujos nu´cleo
e imagem sa˜o sistemas nulos. Aqui, usamos as noc¸o˜es seguintes:
• Um morfismo de sistemas inversos (Fn)n≥0 → (Gn)n≥0 e´ uma famı´lia
(φn)n≥0 em que φn : Fn → Gn e´ um morfismo de feixes e, para cada









• Um sistema nulo e´ um sistema inverso F tal que, para qualquer k, o
morfismo F [k]→ F e´ nulo para k suficientemente grande.
• o nu´cleo e a imagem de um morfismo de sistemas inversos sa˜o definidos
da maneira usual.
A categoria ShAR(X,R) dos feixes pi-a´dicos de Artin-Rees e´ uma categoria
abeliana. De facto, HomShAR(X,R)(F ,G ) e´ um R-mo´dulo e os morfismos
definidos por multiplicac¸a˜o por pin formam um sistema multiplicativo. Assim,
e´ poss´ıvel construir uma categoria, que denotamos por Sh(X,E), em que os
objectos sa˜o os feixes pi-a´dicos de Artin-Rees e onde, para quaisquer objectos
F ,G ∈ Sh(X,E), o conjunto HomE(F ,G ) dos morfismosF → G e´ definido
por
HomE(F ,G ) = HomShAR(X,R)(F ,G )⊗R E.
Deste modo, a categoria Sh(X,E) e´ abeliana e, nesta categoria, as multi-
plicac¸o˜es por pin sa˜o isomorfismos.
Definic¸a˜o. • Chamamos E-feixe a qualquer objecto F ∈ Sh(X,E).
• Dizemos que um E-feixe e´ um E-sistema local se for isomorfo a um
sistema local pi-a´dico na categoria dos E-feixes.
• Se um E-feixe F for representado por um feixe pi-a´dico F ′ e x¯ for um
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Seja agora E ⊆ F ⊆ Q¯` um corpo tal que E ⊆ F e´ uma extensa˜o finita e
seja ρ ∈ RF tal que mF = ρRF . Pela Teoria dos Nu´meros Alge´bricos, sabe-se
que existe e ∈ N tal que
ρn+1RF ∩RE = piiRE, ie < n+ 1 ≤ (i+ 1)e.
Para qualquer feixe pi-a´dico F = (Fn)n≥0, definimos um feixe ρ-a´dico G =
(Gn)n≥0 por
Gn = Fi ⊗RE/pii+1RE (RF/ρn+1RF ).
Denotando este feixe por F ⊗RE RF , a correspondeˆncia
F 7→ F ⊗RE RF
define um functor da categoria dos feixes pi-a´dicos para a categoria dos feixes
ρ-a´dicos, que induz um functor da categoria dos E-feixes para a categoria
dos F -feixes e que e´ dada pela correspondeˆncia
F 7→ F ⊗E F.
Finalmente, definimos o categoria Sh(X, Q¯`) dos Q¯`-feixes em X como se
segue. Um objecto em Sh(X, Q¯`) e´ um objecto F ∈ Sh(X,E) para algum
corpo Q` ⊆ E ⊆ Q¯` como acima; representamos este objecto em Sh(X, Q¯`)
porF⊗EQ¯`. Por outro lado, dados objectosF ∈ Sh(X,E) e G ∈ Sh(X,F ),
definimos
HomQ¯`(F ⊗E Q¯`,G ⊗F Q¯`) = lim−→
E′
HomE′(F ⊗E E ′,F ⊗F E ′)
onde o limite e´ sobre todos os corpos Q` ⊆ E ′ ⊆ Q¯` tais que Q` ⊆ E ′ e´ uma
extensa˜o finita e E,F ⊆ E ′.
Definic¸a˜o. • Chamamos Q¯`-feixe a qualquer objecto F ∈ Sh(X, Q¯`).
• Dizemos que um Q¯`-feixe e´ um Q¯`-sistema local se for representado por
um E-sistema local para algum subcorpo E ⊆ Q¯` como acima.
• Se um Q¯`-feixeF for representado por um E-feixeF ′ e x¯ for um ponto
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2.5 Categoria derivada dos feixes
Para os nossos propo´sitos, e´ mais conveniente usar complexos de feixes do
que apenas feixes.
Como antes, consideramos um esquema X que supomos ser separado e
de tipo finito sobre um corpo algebricamente fechado. Denotamos por K(X)
a categoria em que os objectos sa˜o os complexos
F : · · · → F n−1 → F n → F n+1 → · · ·
de feixes de grupos abelianos em Et(X) e em que os morfismos sa˜o as classes
homoto´picas de morfismos de complexos. Dizemos que um complexo F em
K(X) e´ limitado se existirem n1, n2 ∈ Z tal que F n = 0 para todo n ≤ n1 e
todo n ≥ n2. Denotamos por Kb(X) a subcategoria completa de K(X) cujos
objectos sa˜o os complexos limitados de K(X).
Definic¸a˜o. A categoria derivada (limitada) Db(X) e´ a categoria cujos ob-
jectos sa˜o os mesmos de K(X) e em que os morfismos F → G sa˜o definidos
por
HomDb(X)(F ,G ) = lim−→
H
HomK(X)(F ,H )
onde o limite e´ tomado sobre todos os quasi-isomorfismos G →H em K(X).
Um quasi-isomorfismo e´ um morfismo de complexos que induz um iso-
morfismo em todos os feixes cohomolo´gicos.
Definic¸a˜o. Se
F : · · · → F n−1 dn−1→ F n dn→ F n+1 → · · ·
for um complexo em K(X), para qualquer i ∈ Z, definimos o i-e´simo feixe
cohomolo´gico H i(F ) de F como sendo o feixe-quociente
H i(F ) = Ker(di)/Im(di−1).
Qualquer morfismo de complexos φ : F → G induz um morfismo de feixes
H i(φ) : H i(F )→H i(G ) para todo i ∈ Z.
Um feixe F ∈ Sh(X) determina o complexo · · · → 0 → F → 0 → · · ·
em que a 0-e´sima componente e´ X. Denotando este complexo tambe´m por
F , obtemos um functor
Sh(X)→ Db(X), F → F ,
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que e´, de facto, uma equivaleˆncia entre Sh(X) e a subcategoria completa
de Db(X) cujos objectos sa˜o os complexos F tais que o feixe cohomolo´gico
H i(F ) e´ nulo para todo i 6= 0.
Definic¸a˜o. Definimos Dbc(X) como sendo a subcategoria completa de D
b(X)
cujos objectos sa˜o os complexos F ∈ Db(X) para os quais todos os feixes
cohomolo´gicos H i(F ), i ∈ Z, sa˜o construt´ıveis.
Se R for um anel comutativo e com identidade, denotaremos por Db(X,R)
e Dbc(X,R) as categorias derivadas definidas como acima considerando feixes
de R-mo´dulos em vez de grupos abelianos.
Se Q` ⊆ E ⊆ Q¯` for um corpo tal que a extensa˜o Q` ⊆ E e´ finita, defi-
nimos Dbc(X,E) como sendo a categoria em que os objectos sa˜o os objectos
de Dbc(X,RE), onde RE denota o anel dos inteiros de E, e em que, para
quaisquer F ,G ∈ Dbc(X,E),
HomDbc(X,E)(F ,G ) = HomDbc(X,R)(F ,G )⊗R E.
De seguida, damos uma ideia de como e´ definida a categoria Dbc(X, Q¯`).
Suponhamos que Q` ⊆ E ⊆ F ⊆ Q¯` sa˜o corpos e que a extensa˜o Q` ⊆ F
tambe´m e´ finita. Para qualquer objecto F ∈ Dbc(X,E), e´ poss´ıvel definir um
objecto
F ⊗L F ∈ Dbc(X,F )
de modo a obter um functor de transic¸a˜o Dbc(X,E)→ Dbc(X,F ). Enta˜o, de-
finimos a categoria Dbc(X, Q¯`) como o limite directo das categorias Dbc(X,E)
quando E percorre a famı´lia de todas as extenso˜es finitas de Q` que esta˜o
contidas em Q¯`. Assim, um objecto em Dbc(X, Q¯`) e´ representado por um
objecto em Dbc(X,E) para alguma dessas extenso˜es E. Por outro lado, da-
dos objectos F ∈ Dbc(X,E) e G ∈ Dbc(X,F ) (que representam objectos em
Dbc(X, Q¯`), definimos
HomDbc(X,Q¯`)(F ,G ) = lim−→
E′
HomDbc(X,E′)(F ⊗L E ′,F ⊗L E ′)
onde o limite e´ sobre todos os corpos Q` ⊆ E ′ ⊆ Q¯` tais que Q` ⊆ E ′ e´ uma
extensa˜o finita e E,F ⊆ E ′.
Para terminar, referimos os seis functores de Grothendieck. Supomos que
k e´ um corpo finito, que X e Y sa˜o k-esquemas (separados e de tipo finito
sobre o fecho alge´brico de k) e que φ : X → Y e´ um morfismo e´tale. Enta˜o,
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existem seis functores:
Rφ∗ : Dbc(X, Q¯`)→ Dbc(Y, Q¯`),
Rφ! : D
b
c(X, Q¯`)→ Dbc(Y, Q¯`),
φ∗ : Dbc(Y, Q¯`)→ Dbc(X, Q¯`),
Rφ! : Dbc(X, Q¯`)→ Dbc(X, Q¯`),
−⊗L − : Dbc(X, Q¯`)×Dbc(X, Q¯`)→ Dbc(X, Q¯`),
RHom(−,−) : Dbc(X, Q¯`)×Dbc(X, Q¯`)→ Dbc(X, Q¯`),
que, como acimas, sa˜o definidos usando extenso˜es finitas de Q¯` contidas em
Q¯`.
Por exemplo, se um feixe em Dbc(X, Q¯`) for representado porF ∈ Dbc(X,E)
onde E ⊆ Q¯` e´ uma extensa˜o finita de Q`, enta˜o F e´ um objecto em
Dbc(X,RE) e podemos definir (de maneira natural) o functor derivado a` di-
reita
Rφ∗ : Dbc(X,RE)→ Dbc(Y,RE).
Este functor associa ao objecto F o complexo Rφ∗F = (H n(Rφ∗F ))n∈Z
que representa um objecto em Dbc(X, Q¯`) pelo processo indicado acima.
O functor G 7→ φ∗G e´ adjunto a` esquerda do functor F 7→ Rφ∗F e,
portanto, existe uma bijecc¸a˜o
HomDbc(X,Q¯`)(φ
∗G ,F ) ' HomDbc(Y,Q¯`)(G , φ∗F )
para quaisquer F ∈ Dbc(X, Q¯`) e G ∈ Dbc(Y, Q¯`). Analogamente, o functor
G 7→ φ!G e´ adjunto a` esquerda do functor F 7→ Rφ!F e, portanto, existe
uma bijecc¸a˜o
HomDbc(X,Q¯`)(φ
!G ,F ) ' HomDbc(Y,Q¯`)(G , φ!F )
para quaisquer F ∈ Dbc(X, Q¯`) e G ∈ Dbc(Y, Q¯`).
Para simplificar, de agora em diante, omitiremos o “R” e o “L” nestes
functores, escrevendo apenas φ∗, φ!, φ∗, φ!, ⊗ e Hom.
Cap´ıtulo 3
Os grupos alge´bricos A e G
3.1 Grupos alge´bricos
Seja k um corpo.
Definic¸a˜o. Dizemos que um k-esquemaG, com morfismo de estrutura λ : G→
Spec(k), e´ um esquema-grupo sobre k (ou, um k-esquema-grupo) se existirem
morfismos de k-esquemas
µ : G×k G→ G, ι : G→ G e ε : Spec(k)→ G
de modo a que as propriedades seguintes sejam satisfeitas:
• Associatividade: µ ◦ (id× µ) = µ ◦ (µ× id), isto e´, o diagrama






G×k G µ // G
e´ comutativo.









Spec(k) ε // G
e´ comutativo.
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• Identidade: µ ◦ (ε× id) = id ◦ pr2, isto e´, o diagrama









e´ comutativo; aqui, pr2 : Spec(k)×k G→ G denota a projecc¸a˜o em G.
Por outras palavras, (G, µ, ι, ε) e´ um grupo com respeito a` multiplicac¸a˜o
µ, a` inversa˜o ι e com identidade ε.
Definic¸a˜o. Diremos que um k-esquema-grupo G = (G, µ, ι, ε) e´ comutativo
se o diagrama







onde σ : G×k G→ G×k G e´ o k-morfismo definido por σ(x, y) = (y, x) para
todos x, y ∈ G, for comutativo (isto e´, se µ ◦ σ = µ).
No caso em que G e´ uma k-variedade alge´brica (isto e´, o k-esquema G
e´ reduzido, separado e de tipo finito), dizemos que (G, µ, ι, ε) e´ um grupo
alge´brico (definido) sobre k.
Denotemos por AffSchk a categoria dos k-esquemas afins (com os mor-
fismos de k-esquemas). Suponhamos agora que R e´ um anel comutativo com
identidade e que Spec(R) e´ um k-esquema. Se λ : Spec(R) → k for o mor-
fismo de estrutura, enta˜o R e´ uma k-a´lgebra (comutativa) com morfismo de
estrutura λ∗ : k→ R (o comorfismo associado a λ).
As correspondeˆncias Spec(R) 7→ R e φ 7→ φ∗ definem um functor contra-
variante da categoria AffSchk para a categoria das k-a´lgebras comutativas e
com identidade. Com efeito, este functor define uma anti-equivaleˆncia entre
estas duas categorias. Em particular, para quaisquer k-a´lgebras comutativas
com identidade R e R′, existe uma bijecc¸a˜o
Homk(R,R
′) ' Homk(Spec(R′), Spec(R))
entre os respectivos conjuntos de morfismos (trata-se de facto de um morfismo
de grupos abelianos).
Quando G = Spec(R) e´ um k-esquema-grupo com morfismo de estru-
tura λ : Spec(R) → k, os k-morfismos µ : Spec(R) ×k Spec(R) → Spec(R),
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ι : Spec(R) → Spec(R) e ε : Spec(k) → Spec(R) correspondem, por meio do
functor acima, a homomorfimos de k-a´lgebras
µ∗ : R→ R⊗k R, ι∗ : R→ R e ε∗ : R→ k;
relembremos que Spec(R)×k Spec(R) = Spec(R⊗k R). Ale´m disso, os axio-






































Isto significa que a k-a´lgebra (comutativa e com identidade) R tem uma estru-
tura de a´lgebra de Hopf comutativa (com co-multiplicac¸a˜o µ∗, co-identidade
ε∗ e ant´ıpoda ι∗).
3.2 Grupos-a´lgebra como grupos alge´bricos
De importaˆncia especial, e´ o anel polinomial k[x1, . . . , xn] dos polino´mios com
coeficientes em k em n indeterminadas x1, . . . , xn; para simplificar, escreve-
mos x = {x1, . . . , xn} e k[x] = k[x1, . . . , xn]. Nesta situac¸a˜o, introduzimos
em Spec(k[x]) uma estrutura de grupo alge´brico afim sobre k definindo os
morfismos µ, ι e ε da maneira que se segue:
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• µ∗ : k[x]→ k[x]⊗k k[x] e´ o u´nico morfismo de k-a´lgebras que satisfaz
µ∗(xi) = xi ⊗ 1 + 1⊗ xi, 1 ≤ i ≤ n;
• ι∗ : k[x]→ k[x] e´ o u´nico morfismo de k-a´lgebras que satisfaz
ι∗(xi) = −xi, 1 ≤ i ≤ n;
• ε∗ : k[x]→ k e´ o morfismo nulo.
Na˜o e´ dif´ıcil verificar que:
Proposic¸a˜o 3.2.1. Na notac¸a˜o anterior, A = (Spec(k[x]), µ, ι, ε) e´ um
grupo alge´brico sobre k. Ale´m disso, A e´ comutativo.
(Notemos que o esquema Spec(k[x]) e´ reduzido, separado e de tipo finito,
como resulta facilmente das propriedades da k-a´lgebra k[x].)
Se G for um grupo alge´brico sobre k e T for um k-esquema, definimos
G(T ) = Homk(T,G),
isto e´, a T associamos o conjunto dos morfismos de k-esquemas T → G; de
facto, G(T ) e´ um grupo abeliano. (A correspondeˆncia T 7→ G(T ) define um
functor da categoria Schk dos k-esquemas (com os morfismos de k-esquemas)
para a categoria Set dos conjuntos, que e´ conhecido por functor dos pontos.)
No caso em que T = Spec(R) e´ um k-esquema afim, denotamos a ima-
gem G(T ) simplesmente por G(R). Em particular, podemos considerar o
k-esquema Spec(k) e o grupo G(k). Este conjunto esta´ em bijecc¸a˜o com o
conjunto dos pontos k-racionais do k-esquema G, isto e´, com os pontos x ∈ G
tais que
OG,x/mx ' k
onde mx denota o (u´nico) ideal maximal do anel local OG,x.
Em particular, se K = k¯ for o fecho alge´brico de k, temos uma identi-
ficac¸a˜o natural de G(K) com o conjunto dos pontos fechados do K-esquema
G¯ = G×kK. Se, ale´m disso, G = Spec(R) for um grupo alge´brico afim sobre
k (assim, R e´ uma k-a´lgebra comutativa com identidade), enta˜o
G(k) = Homk(Spec(k), Spec(R)) ' Homk(R, k).
Quando R = k[x], obtemos
G(k) ' Homk(k[x],k),
pelo que podemos identificar G(k) com os morfismos de k-a´lgebras k[x]→ k.
Estes morfismos sa˜o definidos pelas imagens das indeterminadas x1, . . . , xn
e, portanto, correspondem a func¸o˜es polinomiais definidas em kn.
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De seguida, consideramos uma k-a´lgebra nilpotente A de dimensa˜o finita
n e fixamos uma k-base (e1, . . . , en) de A. Para qualquer anel comutativo e





para todo f ∈ Homk(k[x], R).
A bijecc¸a˜o ψ corresponde a` noc¸a˜o de coordenadas no R-mo´dulo A⊗k R,
onde R e´ qualquer k-a´lgebra comutativa com identidade, com respeito a` R-





ci(a)(ei ⊗ 1) =
n∑
i=1
ei ⊗ ci(a) = ψ(f)
onde f ∈ Homk(k[x], R) e´ dado por
f(xi) = ci(a), 1 ≤ i ≤ n.
Notemos que, na bijecc¸a˜o
Homk(Spec(R), Spec(k[x])) ' Homk(k[x], R),
um elemento f ∈ Homk(Spec(R), Spec(k[x])) corresponde ao seu comorfismo
f ∗ ∈ Homk(k[x], R). Deste modo, a correspondeˆncia
f 7→ ψ(f ∗) =
n∑
i=1
ei ⊗ f ∗(xi)
define uma aplicac¸a˜o bijectiva
ϕ : Homk(Spec(R), Spec(k[x]))→ A⊗k R
que permite identificar A⊗k R com Homk(Spec(R), Spec(k[x]))
Lema 3.2.2. Na notac¸a˜o acima, a aplicac¸a˜o ψ e´ bijectiva (logo, a aplicac¸a˜o
ϕ tambe´m e´ bijectiva).
Demonstrac¸a˜o. Para a sobrejectividade, seja u ∈ A ⊗k R arbitra´rio. Enta˜o,





42 3.2. GRUPOS-A´LGEBRA COMO GRUPOS ALGE´BRICOS
pelo que basta definir f ∈ Homk(k[x], R) por f(xi) = ri, 1 ≤ i ≤ n, e estender
de modo natural a` k-a´lgebra k[x] (porque k[x] e´ gerada, como k-a´lgebra, por
x1, . . . , xn).
Para a injectividade, se
n∑
i=1
ei ⊗ f(xi) =
n∑
i=1




ei ⊗ (f − g)(xi) = 0.
Escolhendo uma k-base {rj | j ∈ J} de R (como espac¸o vectorial sobre k),
podemos escrever
(f − g)(xi) =
∑
j∈J
αijrj, αij ∈ k,










conclu´ımos que αi,j = 0 para todos 1 ≤ i ≤ n e j ∈ J . Segue-se que
f(xi) = g(xi) para todo 1 ≤ i ≤ n, logo f = g (porque k[x] e´ gerada por
x1, . . . , xn e f e g sa˜o morfismo de k-a´lgebras).
Em particular, obtemos uma bijecc¸a˜o
A ' A⊗k k ' Homk(Spec(k), Spec(k[x]))
que nos permite identificar A com o conjuntos dos pontos k-racionais do
k-esquema Spec(k[x]).
Se R for como acima, o morfismo de k-a´lgebras µ∗ : k[x] ×k k[x] → k[x]
(que corresponde a` multiplicac¸a˜o µ em Spec(k[x])) determina um morfismo
de grupos abelianos
Homk(k[x]⊗k k[x], R)→ Homk(k[x], R)
definido, de maneira natural, pela correspondeˆncia f ⊗ g 7→ (f ⊗ g) ◦ µ∗.
Como
Homk(k[x]⊗k k[x], R) ' Homk(k[x], R)⊗k Homk(k[x], R),
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obtemos um homorfismo de grupos abelianos
(A⊗k R)⊗k (A⊗k R)→ A⊗k R
que e´ dado pela correspondeˆncia
ψ(f)⊗ ψ(g) 7→ ψ((f ⊗ g) ◦ µ∗), f, g ∈ Homk(k[x], R).
Ora, para quaisquer f, g ∈ Homk(k[x]⊗k k[x], R), temos
ψ((f ⊗ g) ◦ µ∗) =
n∑
i=1




ei ⊗ (f(xi) + g(xi) = ψ(f) + ψ(g).
Isto significa que a multiplicac¸a˜o µ em Spec(k[x]) determina a adic¸a˜o em
todos os grupos aditivos de A ⊗R R. Em particular, µ determina a adic¸a˜o
no grupo aditivo de A. De maneira ana´loga, conclu´ımos que a estrutura de
grupo alge´brico em Spec(k[x]) determina a estrutura de grupo aditivo em
todas as k-a´lgebras A⊗RR e, em particular, a estrutura do grupo aditivo de
A.
De seguida, relacionamos a estrutura do grupo-a´lgebra G = 1 +A com o
k-esquema Spec(k[x]). Comecemos por observar que, se R for uma k-a´lgebra
comutativa e com identidade, enta˜o A⊗kR e´ uma k-a´lgebra nilpotente (com
respeito ao produto (a ⊗ r)(b ⊗ s) = (ab) ⊗ (rs) para a, b ∈ A e r, s ∈ R) e,
portanto, define um grupo-a´lgebra 1 + (A⊗k R).
Lema 3.2.3. Na notac¸a˜o acima, a k-a´lgebra A ⊗k R e´ nilpotente (isto e´,
para qualquer u ∈ A⊗k R, existe m ∈ N tal que um = 0).





Para cada 1 ≤ i ≤ n, seja ni ∈ N o menor inteiro tal que enii = 0 e defina-se
m =
∑n
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onde, para cada 1 ≤ i ≤ n, yi ∈ R e ti,σ(1), . . . , ti,σ(n) ∈ N sa˜o tais que
n∑
j=1




Logo, existe 1 ≤ j ≤ n tal que nj ≤ ti,σ(j) e, portanto, eti,σ(j)σ(j) = 0 o que
implica um = 0.
Denotando por Nilk a categoria das k-a´lgebras nilpotentes (com os mor-
fismos de k-a´lgebras), as correspondeˆncias
Spec(R) 7→ A⊗k R e φ 7→ id⊗ φ∗
(onde φ∗ e´ o co-morfismo associado a um morfismo φ em AffSchk) defi-
nem um functor contravariante da categoria AffSchk para a categoria Nilk.
(Como
Homk(Spec(R), Spec(k[x])) ' Homk(k[x], R),
os lemas anteriores implicam que este functor e´ representa´vel pelo k-esquema
afim Spec(k[x]).)
O nosso objectivo seguinte e´ definir no k-esquema Spec(k[x]) uma estru-
tura de k-grupo alge´brico que corresponda a` estrutura do grupo 1 +A (e, de
facto, de 1 + (A⊗k R) para qualquer R como antes).
Comec¸amos por definir um k-morfismo
ν : Spec(k[x])×k Spec(k[x])→ Spec(k[x])
que “corresponda” a` multiplicac¸a˜o da k-a´lgebra A; equivalentemente, defini-
mos um morfismo de k-a´lgebras
ν∗ : k[x]→ k[x]⊗k k[x].
Como (e1, . . . , en) e´ uma base de A, a multiplicac¸a˜o de A e´ univocamente
determinada pelos produtos eiej e que, para quaisquer 1 ≤ i, j, k ≤ n, existem









αijkxi ⊗ xj, 1 ≤ k ≤ n.
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Este morfismo determina um k-morfismo
ν : Spec(k[x])×k Spec(k[x])→ Spec(k[x])
que define uma operac¸a˜o associativa em Spec(k[x]) (porque (id⊗ ν∗) ◦ ν∗ =
(ν∗id) ◦ ν∗) como se pode verificar sem dificuldade).
Se R for como acima, enta˜o ν∗ determina um morfismo de grupos abeli-
anos
Homk(k[x], R)⊗k Homk(k[x], R)→ Homk(k[x], R),
definido pela correspondeˆncia
f ⊗ g 7→ (f ⊗ g) ◦ ν∗,
e que este morfismo corresponde a` multiplicac¸a˜o na k-a´lgebra A ⊗k R, isto
e´, temos
ψ((f ⊗ g) ◦ ν∗) = ψ(f)ψ(g), f, g ∈ Homk(k[x], R).
Posto isto, definimos o morfismo de k-a´lgebras
µ∗ : k[x]→ k[x]⊗k k[x]
por
µ∗(xk) = xk ⊗ 1 + 1⊗ xk +
n∑
i,j=1
αijkxi ⊗ xj, 1 ≤ k ≤ n
(isto e´, µ∗ = µ∗ + ν∗ sobre os geradores x1, . . . , xn de k[x]). Como acima,
obtemos um morfismo de grupos abelianos
Homk(k[x], R)⊗k Homk(k[x], R)→ Homk(k[x], R),
que este morfismo corresponde a` multiplicac¸a˜o no grupo 1 + (A ⊗k R), no
sentido em que
ψ((f ⊗ g) ◦ µ∗) = ψ(f) + ψ(g) + ψ(f)ψ(g), f, g ∈ Homk(k[x], R).
Obtemos, assim, um k-morfismo
µ : Spec(k[x])×k Spec(k[x])→ Spec(k[x])
que define uma operac¸a˜o associativa no k-esquema Spec(k[x]) e que corres-
ponde a` multiplicac¸a˜o no grupo-a´lgebra A.
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Na˜o e´ dif´ıcil verificar que o k-morfismo ε : Spec(k)→ Spec(k[x]) satisfaz
µ ◦ (ε× id) = id ◦ pr2,
ou seja, que (ε∗ ⊗ id) ◦ µ∗ = (ε∗, id) ◦ id, e que ε corresponde a` identi-
dade no grupo 1 + (A ⊗k R). Sendo assim, para definirmos a estrutura de
grupo alge´brico em Spec(k[x]) como queremos, resta definir um k-morfismo
ι : Spec(k[x])→ Spec(k[x]) que satisfac¸a a condic¸a˜o
µ ◦ (ι, id) = λ ◦ ε
onde λ : Spec(k[x])→ Spec(k) e´ o morfismo de estrutura. Equivalentemente,
definimos um morfismo de k-a´lgebras ι∗ : k[x]→ k[x] tal que
(ι∗ ⊗ id) ◦ µ∗ = λ∗ ◦ ε∗ = 0.
Sobre os geradores x1, . . . , xn, esta igualdade determina n equac¸o˜es




∗(xi)xj = 0, 1 ≤ k ≤ n.
Para definir ι∗, usamos a bijecc¸a˜o





ei ⊗ xi ∈ A⊗k k[x].
Como A⊗k k[x] e´ uma k-a´lgebra nilpotente, existe ι∗ ∈ Homk(k[x],k[x]) tal
que
ψ(ι∗) = −ψ(id) + ψ(id)2 − ψ(id)3 + · · ·
(porque a soma e´ finita). e´ claro que
ψ(ι∗) + ψ(id) + ψ(ι∗)ψ(id) = 0
(o que significa que 1 + ψ(ι∗) a` a identidade do grupo 1 + (A⊗k k[x])). Por
outro lado, temos














ek ⊗ ι∗(xk) +
n∑
k=1
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= ψ(ι∗) + ψ(id) + ψ(ι∗)ψ(id) = 0
e, portanto, conclu´ımos que (ι∗⊗id)◦µ∗ = 0. Em conclusa˜o, o morfismo ι∗ ∈
Homk(k[x],k[x]) define a inversa˜o ι : Spec(k[x])→ Spec(k[x]) que quer´ıamos.
Acaba´mos de provar que:
Proposic¸a˜o 3.2.4. Na notac¸a˜o anterior, G = (Spec(k[x]),µ, ι, ε) e´ um
grupo alge´brico sobre k. (Em geral, G na˜o e´ comutativo.)
Voltemos a notar que o esquema Spec(k[x]) e´ reduzido, separado e de tipo
finito. Por outro lado, dado que Spec(k[x]) e´ um espac¸o toplo´gico conexo,
qualquer um dos grupos A e G e´ conexo.
3.3 Morfismo de Frobenius
Nesta secc¸a˜o, supomos que k = Fq e´ um corpo finito com q elementos e
caracter´ıstica p e denotamos por F o seu fecho alge´brico.
Definic¸a˜o. Para qualquer Fq-esquemaX, defininos o Fq-morfismo ΦX,q : X →
X como sendo o par (id,Frq), onde o morfismo de feixes Frq : OX → OX e´
dado por: para qualquer aberto U de X, o morfismo de ane´is
Frq,U : OX(U)→ OX(U)
e´ definido pela correspondeˆncia f 7→ f q. Considerando o F-esquema X×Fq F,
definimos o morfismo (geome´trico) de Frobenius como sendo o morfismo de
F-esquemas ΨX,q × id : X ×Fq F→ X ×Fq F.
No caso em que X = Spec(R) e´ um Fq-esquema afim, denotaremos o
morfismo ΦSpec(R),q apenas por ΦR,q. Este morfismo e´ univocamente deter-
minado pelo comorfismo Frq,R : R → R, que denotaremos apenas por Frq e
que e´ definido por
Frq(f) = f
q, f ∈ R
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(relembremos que OSpec(R)(R) = R). Em particular, para R = Fq[x], o
comorfismo Frq : Fq[x]→ Fq[x] e´ dado por
Frq(f)(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn)
q = f(x q1 , . . . , x
q
n )
para todo f = f(x1, . . . , xn) ∈ Fq[x].
Se T = Spec(S) for um Fq-esquema afim, a correspondeˆncia
f 7→ ΦX,q ◦ f
define um morfismo de grupos abelianos de X(S) = HomFq(Spec(S), X)
em si pro´prio. Se, ale´m disso, X = Spec(R) tambe´m for um Fq-esquema
afim, o isomorfismo HomFq(Spec(S), Spec(R)) ' HomFq(R, S) determina um
morfismo de HomFq(R, S) em si pro´prio dado pela correspondeˆncia
f ∗ 7→ f ∗ ◦ Frq
onde f ∗ e´ o comorfismo associado a f ∈ HomFq(Spec(S), Spec(R)).
Consideremos agora uma Fq-a´lgebra nilpotente A de dimensa˜o finita n.





ei ⊗ f ∗(xi)
define um morfismo de grupos abelianos
ϕ : HomFq(Spec(R), Spec(Fq[x]))→ A⊗Fq R
onde R e´ qualquer Fq-a´lgebra comutativa com identidade. Deste modo,
pondo A = Spec(k[x]), temos um morfismo de grupos abelianos
ϕ : A(R)→ A⊗Fq R.
Para qualquer f ∈ A(R), podemos considerar ΦA,q ◦ f ∈ A(R) e, portanto,
definir o elemento
ϕ(ΦA,q ◦ f) =
n∑
i=1
ei ⊗ (ΦA,q ◦ f)∗(xi) =
n∑
i=1




ei ⊗ f ∗(x qi ) =
n∑
i=1
ei ⊗ f ∗(xi)q
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(porque f ∗ ∈ HomFq(Fq[x], R) e´ um morfismo de Fq-a´lgebras). Sendo assim,
a correspondeˆncia f 7→ ΦA,q ◦ f determina um morfismo de grupos abelianos
A⊗Fq R 7→ A⊗Fq R definido pela correspondeˆncia
n∑
i=1
ei ⊗ ai 7→
n∑
i=1
ei ⊗ a qi .
Denotaremos este morfismo tambe´m por Frq e chamar-lhe-emos o morfismo
de Frobenius em A⊗Fq R.
Em particular, se R = F (o fecho alge´brico de Fq), obtemos o morfismo
de Frobenius
Frq : A⊗Fq F→ A⊗Fq F.
Neste caso, na˜o e´ dif´ıcil verificar que Frq e´ um isomorfismo. De facto, se
denotarmos tambe´m por Frq o morfismo Frq : A(F) → A(F) que e´ definido
pela correspondeˆncia f 7→ ΨA,q ◦ f , obtemos um isomorfismo de grupos
abelianos. Notemos que os elementos de A(F) sa˜o exactamente os pontos
geome´tricos x¯ : Spec(F)→ A do Fq-esquema A = Spec(Fq[x]).
De modo ana´logo, podemos considerar R = Fqr para qualquer r ∈ N.
Neste caso, obtemos o morfismo de Frobenius
Frqr : A⊗Fq Fqr → A⊗Fq Fqr ,
que corresponde a Frq : A(Fqr) → A(Fqr) onde A(Fqr) consiste em todos os
morfismos de Fq-esquemas x¯ : Spec(Fqr) → A. Sem perda de generalidade,
supomos que Fqr ⊆ F, de modo que A ⊗Fq Fqr pode ser considerado um
subgrupo de A⊗Fq F. Nesta situac¸a˜o, tambe´m A(Fqr) pode ser considerado
um subgrupo de A(F) onde um morfismo Spec(Fqr) → A e´ identificado, de
modo natural, com um morfismo Spec(F) → A (fazendo a composic¸a˜o com
o morfismo Spec(F)→ Spec(Fqr)).
Finalmente, observemos que A ' A⊗Fq Fq consiste em todos os elementos
de A⊗Fq F que sa˜o fixos por Frq, isto e´,
A = {a¯ ∈ A⊗Fq F | Frq(a¯) = a¯}.
Do mesmo modo, A(Fq) consiste em todos os pontos geome´tricos x¯ ∈ A(F)
que sa˜o fixos por Fr; neste caso, isto significa que Frq ◦x¯ = x¯, logo
A(Fq) = {x¯ ∈ A(F) | Frq ◦x¯ = x¯}.
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Observemos ainda que, para qualquer r ∈ N, os grupos A ⊗Fq Fqr e A(Fqr)
(que sa˜o isomorfos) consistem nos pontos fixos para a r-e´sima poteˆncia do
respectivo morfismo de Frobenius Frq. De facto, (Frq)
r e´ essencialmente o
morfismo de Frobenius Frqr definido na Fqr -a´lgebra nilpotente A ⊗Fq Fqr e
que e´ determinado pelo morfismo (geome´tico) de Frobenius definido a partir
do Fqr -esquema A ×Fq Fqr . Observemos que, F e´ o fecho alge´brico de Fqr e
que os esquemas A ×Fq F e (A ×Fq Fqr) ×Fq F sa˜o naturalmente isomorfos.
Temos, tambe´m,
(A⊗Fq Fqr)⊗Fqr F ' A⊗Fq F e (A×Fq Fqr)(F) ' A(F).
Cap´ıtulo 4
Feixes de Caracteres para
Grupos Abelianos
Neste cap´ıtulo, definimos a noc¸a˜o de feixe de caracteres no contexto dos
grupos alge´bricos abelianos definidos sobre um corpo finito Fq; como antes, q
e´ uma poteˆncia de um nu´mero primo p. Em particular, estamos interessados
no caso do grupo aditivo de uma Fq-a´lgebra nilpotente A de dimensa˜o finita.
Como no cap´ıtulo anterior, consideramos um conjunto x = {x1, . . . , xn} de
indeterminadas sobre Fq, onde n e´ a dimensa˜o de A, e consideramos o Fq-
esquema
A = Spec(Fq[x])
com a estrutura de grupo abeliano como na secc¸a˜o 3.2. Mantemos a notac¸a˜o
do cap´ıtulo 3. Em particular, F denota o fecho alge´brico de Fq e, para cada
r ∈ N, consideramos o corpo finito Fqr como uma extensa˜o de Fq e como um
subcorpo de F.
Por outro lado, fixamos um nu´mero primo ` 6= p e escolhemos um fecho
alge´brico Q¯` do corpo Q` dos racionais `-a´dicos. Vamos estar interessados nas
representac¸o˜es do grupo abelianos (finito) A sobre Q¯`. O objectivo e´ definir
certos objectos geome´tricos (os feixes de caracteres) sobre o grupo alge´brico
A¯ = A×Fq F a partir dos quais os caracteres irredut´ıveis dos grupos finitos
A(Fqr) ' A⊗Fq Fqr , r ∈ N,
possam ser obtidos por um processo uniforme (independente de r). A raza˜o
de usarmos representac¸o˜es sobre Q¯` deve-se a precisarmos de usar cohomo-
logia `-a´dica para definir os feixes de caracteres. A passagem de uma re-
presentac¸a˜o sobre Q¯` para uma representac¸a˜o complexa (e vice-versa) pode
fazer-se escolhendo um isomorfismo de corpos Q¯` ' C.
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4.1 O grupo dual de A(F)
Para qualquer r ∈ N, consideremos o grupo
Â(Fqr) = Hom(A(Fqr), Q¯ ×` )
que consiste em todos os caracteres lineares de A(Fqr). Podemos descrever
os caracteres lineares de A(Fqr) em termos dos caracteres lineares de A(Fq)
da forma seguinte.
Para quaisquer r, s ∈ N com r | s, definimos o aplicac¸a˜o-trac¸o
trFqs/Fqr : A(F)→ A(F)
por
trFqs/Fqr (x) = x+ Frqr(x) + Frq2r(x) + · · ·+ Frqs−r(x), x ∈ A(F).
trFqs/Fqr e´ um morfismo de grupos (abelianos) que se restringe a um morfismo
sobrejectivo
trFqs/Fqr : A(Fqs)→ A(Fqr).
Definimos enta˜o o morfismo de grupos
t̂rFqs/Fqr : Â(Fqs)→ Â(Fqr)
por
t̂rFqs/Fqr (ν) = ν ◦ t̂rFqs/Fqr , ν ∈ Â(F).
Finalmente, podemos considerar os morfismos de trac¸o como morfismos




como o limite directo de todos os grupos (finitos) Â(Fqr) sobre todas as
extenso˜es finitas de Fq.
Para toda a extensa˜o finita Fqr de Fq, o grupo de Galois Gal(F,Fqr) actua
de forma natural em Â(F) e que temos um isomorfismo
Â(Fqr) ' Â(F)Gal(F,Fqr )
que permite identificar Â(Fqr) com o grupo de todos pontos fixos de Gal(F,Fqr)
em Â(F). Assim, o grupo abeliano Â(F), juntamente com as acc¸o˜es dos gru-
pos de Galois, conte´m informac¸a˜o sobre as representac¸o˜es de todos os grupos
finitosA(Fqr) de forma compat´ıvel. Nas secc¸o˜es seguintes, iremos definir uma
classe de objectos geome´tricos que capturam essas representac¸o˜es e explicar
como a conseguimos (no caso do grupos abelianos).
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4.2 Feixes de caracteres
A definic¸a˜o de feixe de caracteres que se segue e´ sugerida por M. Boyarchenko
e V. Drinfeld (ver o artigo [?]) e e´ formulada para qualquer grupo alge´brico
sobre Fq.
Definic¸a˜o. Dado um grupo alge´brico G sobre Fq, definimos a colecc¸a˜o dos
feixes de caracteres CS(G¯), onde G¯ = G×Fq F, como sendo uma colecc¸a˜o de
complexos de Q¯`-feixesF ∈ Dbc(G¯) que satisfazem as propriedades seguintes:
• Os feixes de caracteres devem apenas depender do grupo G¯, ou seja,
o conjunto das classes de isomorphismo de feixes de caracteres em
CS(G¯) deve ser invariante para qualquer automorfismo de G¯ como
grupo alge´brico sobre F.
• Os feixes de caracteres sa˜o feixes perversos em G¯.
• Para todo o r ∈ N, definimos a subcolecc¸a˜o
CS(G¯)Frqr = {F ∈ CS(G¯) | (Frqr)∗F ' F}
de CS(G¯). Escolhendo um isomorfismo ψr,F : (Frqr)
∗F → F para cada
F ∈ CS(G¯)Frqr tal que
ψs,F = (ψr,F) ◦ (Frq2r)∗(ψr,F ) ◦ · · · ◦ (Frqs−r)∗(ψr,F ),




(−1)itr(ψr,F ;H i(F )g),
sa˜o os caracteres irredut´ıveis de G¯(Fqr) sobre Q¯`. Aqui,H i(F ) denota
o i-e´simo feixe cohomolo´gico do complexo F e H i(F )g e´ o seu germe
no ponto g ∈ G¯(Fqr) que e´ visto como um ponto fixo para o morfismo
Frqr , de modo que ψr,F induz uma aplicac¸a˜o linear de H i(F )g em si
mesmo (logo, a fo´rmula faz sentido). (Mencionemos que, como os feixes
de caracteres sa˜o feixes perversos, os isomorphismos ψr,F sa˜o u´nicos a
menos de escalonamento.)
O nosso propo´sito e´ ilustrar esta definic¸a˜o no caso em que G e´ o grupo
afim A = Spec(k[x]). Na˜o iremos, no entanto, preocupar-nos com a segunda
condic¸a˜o, embora fac¸amos de seguida um pequeno resumo da definic¸a˜o de
feixe perverso.
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Seja X um um esquema separado e de tipo finito sobre um corp k e
denotemos a categoria Dbc(X, Q¯`) apenas por D(X). Se λ : X → Spec(k) for
o morfismo de estrutura, definimos o complexo dualizante de X como sendo
KX = λ!Q¯`
e o functor de dualidade de Verdier DX : D(X)◦ → D(X) por
DX(F ) =Hom(F ,KX), M ∈ D(X).
Por outro lado, definimos a subcategoria
pD≤0(X) = {F ∈ D(X) | dim(suppH i(F )) ≤ −i ∀i ∈ Z}
de D(X). Da definic¸a˜o resulta que, se F ∈ pD≤0(X), enta˜o H i(F ) = 0
para todo i > 0. Posto isto, definimos
pD≥0(X) = DX(D≤0(X))
de D(X) e chamamos feixe perverso em X a qualquer objecto da intersecc¸a˜o
Prev(X) = pD≤0(X) ∩ pD≥0(X).
Observamos que, seF for um feixe perverso em X, enta˜o DX(F ) tambe´m
e´ um feixe perverso. Ale´m disso, qualquer feixe perverso tem comprimento
finito.
4.3 O grupo fundamental de um esquema
A ideia do uso de Geometria Alge´brica no estudo das representac¸o˜es de gru-
pos finitos do tipo G(Fq) e tera´ tido a sua origem nos trabalhos de P. Deligne
(cuja base pode ser encontrada no SGA41
2
[?]). Nesta secc¸a˜o, descrevemos
essa ideia (os detalhes podem ser encontrados no livro [?]).
Seja G = (G, µ, ι, ε) um grupo alge´brico conexo sobre Fq. Para qual-
quer ponto geome´trico x¯ : Spec(F) → G com centro x, definimos o grupo
fundamental e´tale pi1(G, x¯) como se segue.
Dados um aberto e´tale U → G, consideramos o grupo AutG(U) de todos
automorfismos e´tale de U → G e denotamos por AutG(U)◦ o grupo oposto.
O grupo AutG(U) e´ finito e actua naturalmente sobre U → G a` esquerda
e, portanto, AutG(U)
◦ tambe´m e´ finito e actua sobre U → G a` direita. Por
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outro lado, definimos a fibra geome´trica U(x¯) como sendo o conjunto de todos







e´ comutativo; relembremos este triaˆngulo e´ uma vizinhanc¸a e´tale de x¯. Como
G e´ conexo, U(x¯) e´ um conjunto finito.
Dizemos que um par (U, y¯) e´ uma cobertura e´tale de (G, x¯) se U → G
for um aberto e´tale de G e se y¯ ∈ X(x¯) e dizemos que uma cobertura e´tale
(U, y¯) de (G, x¯) e´ de Galois se o grupo AutG(U)
◦ actuar transitivamente em
U(x¯). Quando o esquema U e´ conexo, enta˜o uma cobertura e´tale (U, y¯) de
(G, x¯) e´ de Galois se e so´ se |AutG(U)| = |U(x¯)|.
Posto isto, definimos




onde o limite e´ tomado sobre todas as coberturas e´tale de Galois (U, y¯) de
(G, x¯).
O grupo fundamental pi1(G, x¯) e´ um grupo topolo´gico compacto (para a
topologia do limite) e os seus subgrupos abertos normais sa˜o exactamente os
grupos fundamentais pi1(U, y¯) onde (U, y¯) e´ uma cobertura e´tale de Galois de
(G, x¯).
O teorema que se segue esta´ na base do estudo iniciado nesta tese; a
demonstrac¸a˜o pode encontrar-se no livro [?] (Corollary 10.1.24). Antes, re-
ferimos que por uma Q¯`-representac¸a˜o de pi1(G, x¯) entendemos um morfismo
de grupos pi1(G, x¯) → GL(V ), em que V e´ algum espac¸o vectorial sobre Q¯`
com dimensa˜o finita, que satisfaz o seguinte:
• existe um corpo Q` ⊆ E ⊆ Q¯` tal que a extensa˜o Q` e´ finita;
• existe um espac¸o vectorial VE sobre E com dimensa˜o finita em que
pi1(G, x¯) actua continuamente tal que
V ' VE ⊗E Q¯`
e o morfismo pi1(G, x¯)→ GL(V ) e´ a composic¸a˜o de morfismos
pi1(G, x¯)→ GL(VE)→ GL(VE ⊗E Q¯`) ' GL(V ).
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Teorema 4.3.1. Sejam G um grupo alge´brico conexo, x¯ : Spec(F) → G um
ponto geome´trico de G. Enta˜o, a correspondeˆncia E 7→ Ex¯ define uma equi-
valeˆncia entre a categoria dos Q¯`-sistemas locais em G e a categoria das
Q¯`-representac¸o˜es do grupo fundamental pi1(G, x¯).
Consideremos agora o morfismo de Frobenius Frq : G ×Fq F → G ×Fq F




// G×Fq G µ // G
No conjunto dos pontos (fechados) G(F) = HomFq(Spec(F), G), temos
Lq(x) = Frq(x)x
−1, x ∈ G(F).
e´ conhecido que Lq e´ um morfismo e´tale e, portanto, G
Lq→ G e´ um aberto
e´tale de G. Para qualquer g ∈ G(Fq), seja
φg : G(F)→ G(F), x 7→ xg,
a multiplicac¸a˜o a` direita por g. Como Frq(g) = g, temos
Lq(xg) = Frq(xg)(xg)
−1 = Frq(x) Frq(g)g−1x−1 = Lq(x), x ∈ G(F),
e, portanto, Lq ◦φg = Lq, ou seja φg ∈ AutG(G). Sendo assim, obtemos uma
aplicac¸a˜o injectiva
φ : G(Fq)→ AutG(G), g 7→ φg;
de facto, φ e´ um morfismo de grupos G(Fq)→ AutG(G)◦.
Por outro lado, seja x¯ : Spec(F) → G um ponto geome´trico de G e con-
sideremos a fibra geome´trica G(x¯). Por definic¸a˜o, G(x¯) consiste em todos
os pontos geome´tricos y¯ : Spec(F) → G tais que Lq ◦ y¯ = x¯. O grupo finito
G(Fq) actua sobre G(x¯) a` direita por:
y¯g = µ ◦ (y¯ × g), y¯ ∈ G(x¯), g ∈ G(Fq).
Para y¯ ∈ G(x¯), temos
G(y¯) = {y¯g | g ∈ G(Fq)},
logo a aplicac¸a˜o
G(Fq)→ G(x¯), g 7→ y¯g,
e´ bijectiva. Segue-se que a acc¸a˜o de G(Fq) sobre G(x¯) e´ transitiva e, portanto,
|G(y¯)| = |G(Fq)| = |AutG(G)|.
Concluindo, para cada y¯ ∈ G(x¯), o morfismo de Lang Lq : G→ G define uma
cobertura e´tale de Galois (G, y¯) de (G, x¯).
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Consideremos a bijecc¸a˜o
HomG(G,G) = AutG(G)→ G(x¯), φ 7→ φ ◦ y¯,
onde y¯ ∈ G(x¯) e´ fixo. A acc¸a˜o a` esquerda de AutG(G)◦ sobre HomG(G,G) e´
dada por
(ψ, φ) 7→ φ ◦ ψ
e, portanto a acc¸a˜o a` esquerda de AutG(G)
◦ sobre G(x¯) e´ dada por
(ψ, φ ◦ y¯) 7→ φ ◦ ψ ◦ y¯.
Usando o isomorfismo AutG(G)
◦ ' G(Fq), conclu´ımos que G(Fq) actua a`
esquerda sobre G(x¯) por
g(φ ◦ y¯) = φ ◦ φg ◦ y¯, g ∈ G(Fq), φ ∈ HomG(G,G).
Por outro lado, a acc¸a˜o a` direita de G(Fq) sobre G(x¯) e´ dada por z¯h = φh ◦ z¯,
logo




(φ ◦ y¯)h) = (g(φ ◦ y¯))h = φh ◦ φ ◦ φg ◦ y¯
para todos g, h ∈ G(Fq) e φ ∈ HomG(G,G). Em conclusa˜o, a acc¸a˜o a`
esquerda de AutG(G)
◦ sobre G(x¯) comuta com a acc¸a˜o a` direita de G(Fq),
o que implica que a acc¸a˜o a` esquerda do grupo fundamental pi1(G, x¯) sobre
G(x¯) comuta com a acc¸a˜o a` direita de G(Fq).
Por fim, como os estabilizadores dos pontos de G(x¯) sa˜o triviais, o con-
junto finito G(x¯) e´ isomorfo por permutac¸o˜es a G(Fq), onde consideramos a
acc¸a˜o de G(Fq) sobre si pro´prio por multiplicac¸a˜o a` direita. Por conseguinte,
podemos definir naturalmente uma acc¸a˜o a` esquerda de pi1(G, x¯) sobre G(Fq)
de tal forma que esta acc¸a˜o comuta com a multiplicac¸a˜o a` direita sobre G(Fq).
Esta acc¸a˜o e´ completamente determinada pela aplicac¸a˜o
ϕ : pi1(G, x¯)→ G(Fq), σ 7→ σe
onde e e´ a identidade de G(Fq). Como G e´ conexo, o grupo fundamental
pi1(G, x¯) actua transitivamente sobre G(x¯) e isto implica que o morfismo ϕ e´
sobrejectivo.
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Agora, seja ρ : G(Fq)→ GL(V ) uma Q¯`-representac¸a˜o de G(Fq) (com os
mesmos pressupostos que acima). Enta˜o, ρ ◦ ϕ : pi1(G, x¯) → GL(V ) e´ uma
Q¯`-representac¸a˜o de pi1(G, x¯) e, portanto, existe um Q¯`-sistema local E em
G tal que V ' Ex¯. Este sistema local pode ser obtido da maneira seguinte.
Por um lado, consideramos a acc¸a˜o a` esquerda
G(F)×G(F)→ G(F), (x, y) 7→ xy.
Por outro lado, consideramos a acc¸a˜o a` esquerda
G(F)×G(F)→ G(F), (x, y) 7→ Frq(x)yx−1.
Com respeito a estas acc¸o˜es, o morfismo de Lang e´ G-equivariante, ou seja,
temos
Lq(xy) = Frq(x)Lq(y)x
−1, x, y ∈ G(F).
Como
Lq(xy) = Lq(x), x ∈ G(F), y ∈ G(Fq),
obtemos um isomorfismo Lq : G/G(Fq) → G que identifica G com o quo-
ciente G/G(Fq). Sabe-se que, nesta situac¸a˜o, o functor (Lq)∗ induz uma
equivaleˆncia entre a categoria dos Q¯`-sistemas locais em G e a categoria dos
Q¯`-sistemas locais G(Fq)-equivariantes (com respeito a` acc¸a˜o de G(Fq) em
G definida pela multiplicac¸a˜o a` direita). Em particular, se V ≡ V for o
Q¯`-sistema local em G equipado com a estrutura G(Fq)-equivariante definida
pela Q¯`-representac¸a˜o ρ : G(Fq)→ GL(V ), enta˜o E e´ o u´nico (a menos de iso-
morfismo) Q¯`-sistema local tal que (Lq)∗E = V . Em virtude do isomorfismo
natural
Hom(E , (Lq)∗V ) ' Hom((Lq)∗E ,V ),
conclu´ımos que
E ' (Lq)∗V = (Lq)!V
(notemos que (Lq)∗ = (Lq)! porque Lq e´ um morfismo finito).
4.4 Feixes de caracteres para A
Nesta secc¸a˜o, iremos construir os feixes de caracteres para o grupo alge´brico
abeliano A = (Spec(Fq[x]), µ, ι, ε) que esta´ associado ao grupo aditivo A+ da
Fq-a´lgebra nilpotente A. A construc¸a˜o e´ va´lida para qualquer grupo alge´brico
abeliano conexo G sobre Fq. Como e´ costume, pomos A¯ = A ×Fq F onde F
e´ o fecho alge´brico de Fq. Nesta situac¸a˜o, definimos feixe de caracteres da
forma seguinte.
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Definic¸a˜o. Por um feixe de caracteres em A¯ entendemos um Q¯`-sistema
local L de caracter´ıstica 1 em A¯ tal que
µ∗L ' L L = (pr1)∗L ⊗ (pr2)∗L
onde pr1 e pr2 sa˜o os morfismos de projecc¸a˜o A¯× A¯ → A¯. Denotaremos por
CS(A¯) a colecc¸a˜o dos feixes de caracteres em A¯.
Os feixes de caracteres em A¯ podem ser obtidos como se segue.
Consideramos o morfismo de Frobenius Frq : A¯ → A¯; para simplificar,
pomos F = Frq. Seja L : A¯ → A¯ o morfismo de Lang que, em A¯(F) ∼= A⊗FqF,
e´ definido por
L(a) = F (a)− a, a ∈ A¯(F).
Enta˜o, L : A¯(F)→ A¯(F) e´ um morfismo de grupos sobrejectivo e com nu´cleo
finito
Ker(L) = A¯(Fq).
Consideremos o o sistema local
E = L!Q¯`
em A¯, onde Q¯` denota o feixe constante em A¯ associado a Q¯`. Como L e´ um
morfismo finito, temos L! = L∗ e, portanto, para qualquer aberto U ⊆ A¯, o
espac¸o vectorial E (U) consiste em todas as func¸o˜es cont´ınuas L−1(U)→ Q¯`
(considerando em Q¯` a topologia discreta). Ale´m disso, para qualquer y ∈ A¯,
o germe Ey e´ o espac¸o vectorial de todas as func¸o˜es f : L−1(y)→ Q¯`.
Seja y ∈ A¯ qualquer. Em Ey, definimos uma acc¸a˜o a` esquerda de A¯(Fq)
por
(a · f)(x) = f(x+ a), a ∈ A¯(Fq), f ∈ Eb, x ∈ L−1(y),
de modo que Ey toma a estrutura de um Q¯`[A¯(Fq)]-mo´dulo a` esquerda
(Q¯`[A¯(Fq)] denota a a´lgebra do grupo A¯(Fq) sobre Q¯`).
Seja {δx | x ∈ L−1(y)} a base cano´nica de Ey constitu´ıda pelas func¸o˜es
caracter´ısticas:
δx(x
′) = δx,x′ , x, x′ ∈∈ L−1(y).
Como |L−1(y)| = |A¯(Fq)|, esta base e´ finita com cardinalidade |A¯(Fq)|. Da-
dos x ∈ L−1(y) e a ∈ A¯(Fq), temos a · δx = δ−a,x e, portanto,
Ey ' Q¯`A¯(Fq)
(isto e´, Ey e´ isomorfo ao A¯(Fq)-mo´dulo regular).
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Como Q¯` tem caracter´ıstica zero, podemos decompor Ey em submo´dulos
irredut´ıveis. Como A¯(Fq) e´ um grupo abeliano (finito), os Q¯`[A¯(Fq)]-mo´dulos








ϑ = {f ∈ Ey | (a · f)(x) = ϑ(a)f(x) ∀a ∈ A¯(Fq), x ∈ L−1(y)}.





como uma soma directa de sistemas locais onde E ϑ, ϑ ∈ Hom(A¯(Fq), Q¯ ×` ), e´
o u´nico Q¯`-sistema local de dimensa˜o 1 tal que o seu germe em y ∈ A¯ e´
(E ϑ)y = (Ey)
ϑ.
Consideremos agora o feixe F ∗E ϑ para ϑ ∈ Hom(A¯(Fq), Q¯ ×` ). Para qual-
quer y ∈ A¯, temos
(F ∗E ϑ)y ' EF (y).
Como L ◦ F = F ◦ L, a correspondeˆncia f 7→ f ◦ F define um isomorfismo
de espac¸os vectoriais
(E ϑ)F (y) = (EF (y))
ϑ ' (Ey)ϑ = (E ϑ)y
e, portanto,
(F ∗E ϑ)y ' (E ϑ)y, y ∈ A¯.
Dada a unicidade de E ϑ, conclu´ımos que existe um isomorfismo de sistemas
locais
φ : F ∗E ϑ → E ϑ.
Para qualquer y ∈ A¯(Fq), temos F (y) = y, logo
(F ∗E ϑ)y = (E ϑ)F (y) = (E ϑ)y
e, portanto, φ define um isomorfismo de espac¸os vectoriais
φy : (E
ϑ)y → (E ϑ)y
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que e´ dado pela correspondeˆncia f 7→ f ◦ F . Como F (x) = x+ y para todo
x ∈ L−1(y), obtemos
(f ◦ F )(x) = f(F (x)) = f(x+ y) = ϑ(y)f(x), x ∈ L−1(y),
logo
φy(f) = ϑ(y)f, y ∈ A¯(Fq).
Finalmente, para cada i ∈ Z, seja H i(E ϑ) o i-e´simo feixe cohomolo´gico
de E ϑ. O isomorfismo φ : F ∗E ϑ → E ϑ induz um isomorfismo de feixes
φ : H i(E ϑ)→H i(E ϑ).
Para cada y ∈ A¯(Fq), o germe H i(E ϑ)b e´ um espac¸o vectorial sobre Q¯` e o
morfismo φ : H i(E ϑ)→H i(E ϑ) induz uma aplicac¸a˜o linear
φy : H
i(E ϑ)y →H i(E ϑ)y.
Deste modo, para cada i ∈ Z, podemos considerar o trac¸o
tr(φy;H
i(E ϑ)y) ∈ Q¯`





(−1)itr(φy;H i(E ϑ)y), y ∈ A¯(Fq).
Na nossa situac¸a˜o, temos
H i(E ϑ) =
{
0, se i 6= 0,
E ϑ, se i = 0,
de modo que
trφ,E ϑ(y) = tr(φy; (E
ϑ)y) = ϑ(y), y ∈ A¯(Fq).
Logo, trφ,E ϑ = ϑ e´ um caracter linear de A¯(Fq), o que prova a al´ınea (a) do
resultado seguinte.
Teorema 4.4.1. Na notac¸a˜o anterior, temos o seguinte:
(a) Para qualquer caracter linear ϑ : A¯(Fq) → Q¯ ×` , existem um feixe de
caracteres L em A¯ e um isomorfismo de feixes φ : (Frq)∗L ∼→ L tais
que trφ,L = ϑ.
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(b) Se L for um feixe de caracteres em A¯ tal que (Frq)∗L ' L , enta˜o
existe um u´nico isomorfismo φ : (Frq)
∗L ∼→ L tal que trφ,L e´ um
caracter irredut´ıvel de A¯(Fq).
(c) Se (L , φ) e (L ′, φ′) forem como na al´ınea anterior e trφ,L = trφ′,L ′,
enta˜o L ' L ′.
Demonstrac¸a˜o. Pelo que vimos antes, para provar a al´ınea (a), falta justificar
que, para qualquer ϑ ∈ Hom(A¯(Fq), Q¯ ×` ), a multiplicac¸a˜o µ de A¯ define um
isomorfismo de sistemas locais
µ∗E ϑ ' E ϑ  E ϑ = (pr1)E ϑ ⊗ (pr2)∗E ϑ.
Notemos que, tanto µ∗E ϑ, como E ϑ  E ϑ, sa˜o feixes em A¯ × A¯.
Sejam x, y ∈ A¯(F) qualquer. Enta˜o,
(µ∗E ϑ)(x,y) ' (E ϑ)x+y = (Ex+y)ϑ
e
(E ϑ  E ϑ)(x,y) ' (E ϑ)x ⊗ (E ϑ)y = (Ex)ϑ ⊗ (Ey)ϑ.
Temos
µ(L−1(x)× L−1(y)) ⊆ L−1(x+ y),
logo a correspondeˆncia f 7→ f ◦ µ define, de maneira natural, uma aplicac¸a˜o
linear de Ex+y em Ex ⊗ Ey e, em particular, uma aplicac¸a˜o linear de (Ex+y)ϑ
em Ex ⊗ Ey. Para quaisquer a, b ∈ A¯(Fq) e qualquer f ∈ (Ex+y)ϑ, temos
((a, b) · (f ◦ µ)) = ϑ(a+ b) = ϑ(a)ϑ(b)(f ◦ µ),
logo
f ◦ µ ∈ (Ex ⊗ Ey)ϑ×ϑ
para todo f ∈ (Ex+y)ϑ; aqui, ϑ×ϑ e´ o caracter linear de A¯(Fq)×A¯(Fq) definido
por (ϑ×ϑ)(a, b) = ϑ(a)ϑ(b) para quaisquer a, b ∈ A¯(Fq). Como (Ex⊗Ey)ϑ×ϑ
e´ naturalmente isomorfo a (Ex)ϑ ⊗ (Ey)ϑ, conclu´ımos que a correspondeˆncia
f 7→ f ◦ µ induz um isomorfismo
(Ex+y)
ϑ ' (Ex)ϑ ⊗ (Ey)ϑ.
Logo, obtemos um isomorfismo
(µ∗E ϑ)(x,y) ' (E ϑ  E ϑ)(x,y)
para quaisquer x, y ∈ A¯(F). Por construc¸a˜o, estes isomorfismos nos germes,
determinam (de maneira u´nica) um isomorfismo de sistemas locais
µ∗E ϑ ' E ϑ  E ϑ
e, portanto, E ϑ e´ um feixe de caracteres.
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Para provar (b), seja L um feixe de caracteres em A¯ tal que F ∗L ' L
(onde F = Frq) e seja φ : F
∗L → L um isomorfismo de feixes. Enta˜o, para
cada y ∈ A¯(F), obtemos um isomorfismo de espac¸os vectoriais
φy : LF (y) → Ly
(porque (F ∗L )y ' LF (y)). Em particular, se y ∈ A¯(Fq), temos F (y) = y e,
portanto, obtemos um isomorfismo φy : Ly → Ly. Como L e´ sistema local
de dimensa˜o 1, existe ϑ : A¯(Fq)→ Q¯` tal que
φy = ϑ(y)id, y ∈ A¯(Fq).
Em particular,
φx+y = ϑ(x+ y)id, x, y ∈ A¯(Fq).
Por outro lado, fixando um isomorfismo γ : µ∗L → L  L , obtemos
isomorfismos
γx,y : Lx+y → Ly ⊗Ly, x, y ∈ A¯(F).
Como (F × F ) ◦ µ = µ ◦ F , o isomorfismo φ ⊗ φ : F ∗L  F ∗L → L L
satisfaz
γx,y ◦ φx+y = (φx ⊗ φy) ◦ γx,y, x, y ∈ A¯(Fq).
Como γx,y e´ um isomorfismo de Lx+y em Lx ⊗Ly, conclu´ımos que
ϑ(x+ y) = ϑ(x)ϑ(y), x, y ∈ A¯(Fq),
logo ϑ e´ um caracter de A¯(Fq).
Provemos enta˜o que L ' E ϑ. Para isso, comec¸amos por provar que
L∗L ' L∗E ϑ. Aqui, consideramos L como um morfismo A¯/A¯(Fq)→ A¯, de
modo que L∗L e L∗E ϑ sa˜o feixes em A¯/A¯(Fq). (Notemos que este “esquema
quociente” e´ afim e e´ isomorfo a Spec(Fq[x]A¯(Fq)) onde Fq[x]A¯(Fq) e´ o anel dos
polino´mios que sa˜o A¯(Fq)-invariantes; como A¯ e´ comutativo, A¯/A¯(Fq) e´ um
grupo alge´brico afim com (A¯/A¯(Fq))(F) = A¯(F)/A¯(Fq).) Para qualquer
y ∈ A¯(F), temos
(L∗E ϑ)yA¯(Fq) ' (E ϑ)L(y)
e, portanto, usando os isomorfismos anteriores, deduzimos que
(L∗E ϑ)yA¯(Fq) ' (E ϑ)F (y)−y ' (µ∗E ϑ)(F (y),−y) ' (E ϑ)F (y) ⊗ (E ϑ)−y
' (F ∗E ϑ)y ⊗ (E ϑ)−y ' (E ϑ)y ⊗ (E ϑ)−y ' (E ϑ)y ⊗ (ι∗E ϑ)y
onde ι : A¯ → A¯ e´ a inversa˜o. Pode verificar-se facilmente que
ι∗E ϑ ' E ϑ−1
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onde ϑ−1 e´ o caracter de A¯(Fq) definido por ϑ−1(a) = ϑ(−a) para todo
a ∈ A¯(Fq). Assim,
(E ϑ)y ⊗ (ι∗E ϑ)y ' (E ϑ)y ⊗ (E ϑ−1)y ' (E ϑ  E ϑ−1)(y,y) ' (∆∗(E ϑ  E ϑ−1))y
onde ∆: A¯ → A¯ ×Fq A¯ e´ o morfismo diagonal. Como
∆∗(E ϑ  E ϑ−1) ' E ϑϑ−1 = E 1 ≡ Q¯`
e´ o feixe constante, conclu´ımos que
(L∗E ϑ)yA¯(Fq) = Q¯`
para todo y ∈ A¯(F), logo
L∗E ϑ ≡ Q¯`
e´ o feixe constante em A¯/A¯(Fq).
Analogamente se prova que L∗L ≡ Q¯` tambe´m e´ o feixe constante
A¯/A¯(Fq), logo
L∗L ≡ L∗E ϑ.
Daqui, resulta que
L ' L∗L∗L ' L∗L∗E ϑ ' E ϑ,
como se queria. Deste isomorfismo resulta obviamente que trφ,L = trφ,E ϑ = ϑ
e isto termina a demonstrac¸a˜o da al´ınea (b).
A al´ınea (c) e´ o´bvia porque se tem
L ' E ϑ e L ′ ' E ϑ′
para alguns ϑ, ϑ′ ∈ Hom(A¯(Fq), Q¯ ×` ). A hipo´tese sobre o trac¸o implica que
ϑ = ϑ′.
Denotemos por CSFrq(A¯) a colecc¸a˜o
CSFrq = {L ∈ CS(A¯) | (Frq)∗L ' L }
doe feixes de caracteres em A¯ que sa˜o fixos pelo morfismo de Frobenius
Frq : A¯ → A¯. O teorema anterior garante que existe uma bijecc¸a˜o entre as
classes de isomorfismo dos feixes de caracteres pertencentes a CSFrq(A¯) e os
caracteres irredut´ıveis de A¯(Fq). Da mesma forma, para qualquer r ∈ N,
podemos considerar o morfismo de Frobenius Frqr : A¯ → A¯ e a colecc¸a˜o
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CSFrqr (A¯), pelo que tambe´m obtemos uma bijecc¸a˜o entre as classes de iso-
morfismo dos feixes de caracteres pertencentes a CSFrqr (A¯) e os caracteres
irredut´ıveis de A¯(Fqr). Sabemos ainda que, para qualquer r, s ∈ N com r | s,
os caracteres irredut´ıveis de A¯(Fqr) podem ser obtidos a partir dos caracteres
irredut´ıveis de A¯(Fqs) por meio da aplicac¸a˜o-trac¸o trFqs/Fqr : A(F) → A(F).
Logo, e´ de esperar que exista uma correspondeˆncia
CSFrqs (A¯)→ CSFrqr (A¯)
que seja compat´ıvel com a correspondeˆncia entre caracteres e que permita
obter os feixes de caracteres em CSFrqr (A¯) a partir dos feixes de caracteres
em CSFrqs (A¯). Esta correspondeˆncia existe e e´ dada por como se indica na
definic¸a˜o de Boyarchenko-Drinfeld.
Podemos, por isso, enunciar o seguinte:
Teorema 4.4.2. Na notac¸a˜o anterior, a correspondeˆncia L 7→ trL define
uma bijecc¸a˜o entre as classe de isomorfismo dos feixes de caracteres em A¯ e
o grupo dual Â(F). Esta bijecc¸a˜o e´ um isomorfismo de grupos com respeito
ao produto tensorial de feixes de caracteres.
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Cap´ıtulo 5
Feixes de Supercaracteres
Neste cap´ıtulo, definimos a noc¸a˜o de feixe de supercaracteres no contexto dos
grupos-a´lgebra afins definidos sobre o corpo finito Fq. Consideramos uma Fq-
a´lgebra nilpotente A de dimensa˜o finita e o grupo-a´lgebra G = 1 +A que lhe
esta´ associado. Como nos cap´ıtulos anteriores, consideramos um conjunto
x = {x1, . . . , xn} de indeterminadas sobre Fq, onde n e´ a dimensa˜o de A, e o
Fq-esquema
G = Spec(Fq[x])
com a estrutura de grupo alge´brico como na secc¸a˜o 3.2. As operac¸o˜es de G¯
sa˜o denotadas por µ, ι e ε, enquanto que as operac¸o˜es de A¯ sa˜o denotadas
por µ, ι e ε. Mantemos a notac¸a˜o dos cap´ıtulos 3 e 4. Em particular, F
denota o fecho alge´brico de Fq e, para cada r ∈ N, consideramos o corpo
finito Fqr como uma extensa˜o de Fq e como um subcorpo de F.
Por outro lado, voltamos a fixar um nu´mero primo ` 6= p e escolhemos
um fecho alge´brico Q¯` do corpo Q`. Neste cap´ıtulo, vamos estar interessados
nas representac¸o˜es do grupo (finito) G sobre Q¯`. Queremos definir certos
objectos geome´tricos (os feixes de supercaracteres) sobre o grupo alge´brico
G¯ = G ×Fq F a partir dos quais os supercaracteres dos grupos finitos
G (Fqr) ' 1 + (A⊗Fq Fqr), r ∈ N,
possam ser obtidos por um processo uniforme (independente de r). Mais
concretamente, procuramos uma definic¸a˜o apropriada, de modo a que sejam
va´lidos resultados ana´logos aos teoremas 4.4.1 e 4.4.2. A raza˜o de procu-
rarmos “superrepresentac¸o˜es” deve-se a` dificuldade de determinar as repre-
sentac¸o˜es irredut´ıveis de grupos-a´lgebra (como ja´ referimos este problema e´
“selvagem”). Tal como se espera (pelo cap´ıtulo 1), iremos definir um feixe de
supercaracteres para G¯ a partir dos feixes de caracteres para o grupo abeliano
A¯.
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5.1 Acc¸o˜es de G¯ em A¯
Comec¸amos, por definir acc¸o˜es do grupo alge´brico G¯ sobre o grupo alge´brico
A¯ que correspondam a` acc¸a˜o de G sobre A por multiplicac¸a˜o a` esquerda.
Consideramos o morfismo de esquemas
ν : G¯ ×Fq A¯ → A¯
que corresponde a` multiplicac¸a˜o ν : A¯ ×Fq A¯ → A¯ em A¯ como definimos
na secc¸a˜o 3.2 (relembremos que G = A = Spec(Fq[x])). Nos conjuntos dos
pontos fechados, este morfismo induz a aplicac¸a˜o
G¯(F)× A¯(F)→ A¯(F), (g, a) 7→ ga,
que tambe´m denotamos por ν e que corresponde a` multiplicac¸a˜o a` esquerda.
Para cada g ∈ G¯(F), definimos νg : A¯(F)→ A¯(F) por
νg(a) = ν(g, a) = ga, a ∈ A¯(F).
Esta aplicac¸a˜o corresponde tambe´m a um morfismo de esquemas νg : A¯ → A¯.
Por outro lado, definimos o morfismo de esquemas ν : G¯ ×Fq A¯ → A¯ por
ν = µ ◦ (ν × id) ◦ (id×∆),
onde ∆: A¯ ×Fq A¯ → A¯ e´ o morfismo diagonal. Este morfismo induz a
aplicac¸a˜o
G¯(F)× A¯(F)→ A¯(F), (g, a) 7→ ga+ a = a+ ga,
que tambe´m denotamos por ν (e que corresponde a` “multiplicac¸a˜o ‘a es-
querda” por 1 + g). Para cada g ∈ G¯(F), definimos νg : A¯(F)→ A¯(F) por
νg(a) = ν(g, a) = a+ ga, a ∈ A¯(F).
Esta aplicac¸a˜o corresponde tambe´m a um morfismo de esquemas νg : A¯ → A¯.
Lema 5.1.1. Na notac¸a˜o acima, para qualquer g ∈ G (F), as aplicac¸o˜es νg e
νg sa˜o Fq-morfismos e
νg = µ ◦ (νg × id) ◦∆ e νg = µ ◦ (νg × ι) ◦∆.
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Demonstrac¸a˜o. Como νg corresponde a` multiplicac¸a˜o a` esquerda, e´ um Fq-
morfismo.
Para qualquer a ∈ A¯(F), temos:
(µ ◦ (νg × id) ◦∆)(a) = (µ ◦ (νg × id)(a, a) = µ(ga, a)
= a+ ga = νg(a)
enquanto que
(µ ◦ (νg × ι) ◦∆)(a) = (µ ◦ (νg × ι)(a, a) = µ(a+ ga,−a)
= a+ ga− a = ga = νg(a).
Logo, como a composic¸a˜o de Fq-morfismos e´ um Fq-morfismos, conclu´ımos
que νg e´ um Fq-morfismo.
5.2 Acc¸o˜es nos feixes de caracteres de A¯
Como antes, denotamos por CS(A¯) o conjunto dos feixes de caracteres de A¯.
Comec¸amos por definir uma acc¸a˜o de G¯ em A¯.
Lema 5.2.1. Para quaisquer g ∈ G (F) e L ∈ CS(A¯), temos
(νg)
∗L , (νg)∗L ∈ CS(A¯).
Demonstrac¸a˜o. Como νg ◦ µ = µ ◦ (νg × νg), temos
µ∗(ν)∗ = ((νg ⊗ νg)∗)µ∗ = ((νg)∗ ⊗ (νg)∗)µ∗
e, portanto,
µ∗((νg)∗L ) ' ((νg)∗ ⊗ (νg)∗)µ∗L
' ((νg)∗ ⊗ (νg)∗)(L L )
' (νg)∗L  (νg)∗L ,
o que prova que (νg)
∗L ∈ CS(A¯).
Analogamente, se prova que (νg)
∗L ∈ CS(A¯).
Referimos agora o seguinte resultado (que e´ conhecido pela correspondeˆncia
feixes-func¸o˜es de Grothendieck).
Teorema 5.2.2. Sejam X e Y Fq-esquemas do tipo finito e φ : X → Y um
morfismo de Fq-esquemas. Para n ∈ N, denotamos por Frqn (definido, tanto
em X×Fq F, como em Y ×Fq F. Enta˜o, na notac¸a˜o da definic¸a˜o 4.2.1, temos:
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• Se F ∈ Dbc(Y ×Fq F) for tal que (Frqn)F ' F , enta˜o
tn,φ∗F = tn,F ◦ φ.





tn,F (x), y ∈ (Y ×fq F)(Fqn).
• Se F ,G ∈ Dbc(Y ×Fq F) forem tais que (Frqn)F ' F e (Frqn)G ' G ,
enta˜o
tn,F⊗G = tn,F · tn,G .
Deste teorema, conclu´ımos que, para quaisquer n ∈ N, g ∈ G¯(Fqn) e
L ∈ CS(A¯) tal que FrqnL ' L , se tem
• tn,(νg)∗L (a) = (tn,L ◦ νg)(a) = tn,L (ga), a ∈ A¯(Fqn);
• tn,(νg)∗L (a) = (tn,L ◦ νg)(a) = tn,L (a+ ga), a ∈ A¯(Fqn).
Logo, as acc¸o˜es L 7→ (νg)∗L e L 7→ (νg)∗L nos feixes de caracteres
conrespondem a´s acc¸o˜es definidas nos caracteres irredut´ıveis de A¯(Fqn) (como
no cap´ıtulo 1).
Agora, para qualquer L ∈ CS(A¯), definimos o estabilizador EL como
sendo o subesquema de G tal que
EL (F ) = {g ∈ G¯(F) | (νg)∗L ' L }.
Enta˜o, EL (F) e´ o conjunto dos pontos fechados de um Fq-esquema EL que
e´ isomorfo a um subesquema de G¯. De facto, o esquema EL e´ univocamente
determinado (a menos de isomorfismo) pelo isomorfismo de Fq-a´lgebras
HomFq(Spec(R), EL ) ' EL (Fq)⊗Fq R
para qualquer Fqa´lgebra comutativa R.
Repare-se tambe´m que, dado qualquer elemento g ∈ EL (Fqn), se L ∈
CS(A¯) for tal que FrqnL ' L , enta˜o
tn,(νg)∗L (a) = tn,L (a), a ∈ A¯(Fqn),
e, portanto, g pertence ao estabilizador Ltn,L como definimos no Cap´ıtulo 1.
Na realidade, temos uma equivaleˆncia.
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Lema 5.2.3. Se L ∈ CS(A¯) for tal que FrqnL ' L , enta˜o EL e´ um
subgrupo de G¯ e EL (Fqn) = Ltn,L e´ o estabilizador em G¯(Fqn) do caracter
linear tn,L de A¯(Fqn).
Demonstrac¸a˜o. A identidade pertence trivialmente a EL (F). Se g, h ∈ EL (F),
enta˜o
(νgh)
∗L = (νgνh)∗L ' (νh)∗(νg)∗L ' (νh)∗L ' L ,
logo gh ∈ EL (F).
Para os inversos, seja g ∈ EL (F). Enta˜o, (νg)∗L ' L e, portanto,
(νg−1)
∗L ' (νg−1)∗(νg)∗L ' L .
Logo, g−1 ∈ EL, provando que EL (F) e´ um subgrupo de G¯(F).
Agora, provemos que EL (Fqn) = Ltn,L . Seja g ∈ EL (Fqn). Como
EL (Fqn) e´ subgrupo, temos g−1 ∈ EL (Fqn), logo (νg−1)L ' L e, portanto,
(g · tn,L (a) = tn,L (g−1a) = (tn,L ◦ νg−1)(a) = tn,(νg−1 )∗L (a) = tn,L (a)
para todo a ∈ A¯(Fqn). Assim, g ∈ Ltn,L .
Para a inclusa˜o rec´ıproca, seja g ∈ Ltn,L . Enta˜o, para qualquer a ∈
A¯(Fqn), temos
tn,L (a) = (g · tn,L )(a) = tn,L (g−1a) = tn,(νg−1 )∗L (a)
e, portanto,
tn,L = tn,(νg−1 )∗L .
Pelo teorema 4.4.1, conclu´ımos que L ' (νg−1)∗L , logo g−1 ∈ EL (Fqn).
Vejamos agora que EL tambe´m e´ um grupo-a´lgebra, ou seja, que esta´
associado a uma F-a´lgebra. Para isso, para qualquer L ∈ CS(A¯), definimos
EL (F) = {a ∈ A¯ | (νg)∗L ' (ν0)∗L }.
Como no caso anterior, EL (F) e´ o conjunto dos pontos fechados de um Fq-
esquema EL que e´ isomorfo a um subesquema de A¯. De facto, o esquema EL
e´ univocamente determinado (a menos de isomorfismo) pelo isomorfismo de
Fq-a´lgebras
HomFq(Spec(R), EL ) ' EL (Fq)⊗Fq R
para qualquer Fqa´lgebra comutativa R. De seguida, verificamos que, como
esquemas, se tem EL ' EL . Relembremos que, como esquemas, G¯ = A¯ =
Spec(Fq[x]) e que a multiplicac¸a˜o em G e´ dada pela composic¸a˜o
A¯ ×Fq A¯
(µ,ν)
// A¯ ×Fq A¯ µ // A¯
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ou seja, µ = µ ◦ (µ, ν) (o que, no conjunto dos pontos fechados, corresponde
a (a, b) 7→ a+ b+ ab).
Lema 5.2.4. Seja L ∈ CS(A¯). Enta˜o, existe um isomorfismo de Fq-
esquemas EL ' EL .
Demonstrac¸a˜o. Provamos que, para qualquer a ∈ A(F), se tem
(νa)
∗L ' L ⇐⇒ (νa)∗L ' (ν0)∗L .
Por um lado, seja a ∈ EL . Pelo lema 5.1.1, temos
νa = µ ◦ (νa × id) ◦∆,
logo
(νa)
∗L = (µ ◦ (νa × id) ◦∆)∗L ' ∆∗((νa)∗ × id∗)µ∗L
' ∆∗((νa)∗ × id∗)(L L ) ' ∆∗((νa)∗L  id∗L )
' ∆∗((ν0)∗L L ) ' ∆∗((ν0)∗ × id∗)(L L )
' ∆∗((ν0)∗ × id∗)µ∗L ' (µ ◦ (ν0 × id) ◦∆)∗L
' (ν0)∗L = id∗L ' L .
Por outro lado, seja g ∈ EL e vejamos que (νg)∗L ' (ν0)∗L . Neste
caso, temos
νg = µ ◦ (νg × ι) ◦∆,
logo
(νg)
∗L = ∆∗((νg)∗ × ι∗)µ∗L ' ∆∗((νg)∗L × ι∗L )
' ∆∗(L  ι∗L ) ' ∆∗(id∗L  ι∗L ) ' ∆∗(id∗ × ι∗)(L L )
' ∆∗(id∗ × ι∗)µ∗L ' (µ ◦ (id× ι) ◦∆)∗L ' (ν0)∗L ,
o que termina a demonstrac¸a˜o.
Vejamos agora que (EL , µ, ι, ε) e´ um grupo alge´brico abeliano (de modo
que, para cada L ∈ CS(A¯), podemos definir a colecc¸a˜o CS(EL ) dos feixes
de caracteres em EL ).
Lema 5.2.5. Seja L ∈ CS(A¯). Enta˜o, EL (F) e´ uma F-suba´lgebra de A¯(F)
e existe um isomorfismo de grupos
EL (F) ' 1 + EL (F).
Em particular, EL (F) e´ um subgrupo de A¯ e EL e´ um grupo alge´brico abeli-
ano.
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Demonstrac¸a˜o. Para quaisquer a, b ∈ EL (F), temos νa+b = µ ◦ (νa × νb) ◦∆,
logo
(νa+b)
∗L ' ∆∗((νa)∗ × (νb)∗)µ∗L ' ∆∗((νa)∗L  (νb)∗L )
' ∆∗((ν0)∗L  (ν0)∗L ) ' ∆∗((ν0)∗ × (ν0)∗)µ∗L
' (ν0)∗L .
Assim, a+ b ∈ EL (F).
Para provar que EL (F) e´ fechado para sime´tricos, seja a ∈ EL (F) e note-
mos que ι ◦ νa = νa ◦ ι = ν−a. Enta˜o,
(νι(a))
∗L ' ι∗(νa)∗L ' ι∗(ν0)∗L ' (νa ◦ ι)∗L ' (ν0)∗L
e, portanto, −a ∈ EL (F).
Por outro lado, como EL (F ) = EL (F), temos
a+ b+ ab = µ(a, b) ∈ EL (F)
para todos a, b ∈ EL (F) e, portanto,
ab = µ(a, b)− (a+ b) ∈ EL (F)
para todos a, b ∈ EL (F). Isto termina a demonstrac¸a˜o.
Como no caso da teoria de supercaracteres, a restric¸a˜o de um feixe de
caracteres L ∈ CS(A¯) ao subgrupo EL define, por meio da func¸a˜o-trac¸o, um
caracter linear do subgrupo EL de G . Comecemos por notar que qualquer
feixe de caracteres em A¯ e´, tambe´m um sistema local em G¯ (porque, de facto,
G¯ e A¯ so´ diferem na estrutura alge´brica). De agora em diante, denotamos
por c : G¯ ×Fq G¯ → G¯ o morfismo de conjugac¸a˜o, que e´ definido no conjunto
dos pontos fechados por
c(g, h) = µ(gh, g−1) = ghg−1
para todos g, h ∈ G (F).
Proposic¸a˜o 5.2.6. Sejam L ∈ CS(A¯) e E = EL . Seja LE = (iE)∗L onde
iE : E → G¯ e´ o morfismo de inclusa˜o. Enta˜o,
(a) µ∗LE ' µ∗LE ' LE LE.
(b) Se c : E×Fq E → E for o morfismo de conjugac¸a˜o e pr2 : E×Fq E → E
for a projecc¸a˜o na segunda componente, enta˜o c∗LE ' (pr2)∗LE.
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(c) Se L ∈ CS(A¯) for tal que FrqnLE ' LE para algum n ∈ N, enta˜o a
func¸a˜o-trac¸o tn,LE : E(Fqn)→ Q¯ ×` e´ um caracter linear de E(Fqn).
Demonstrac¸a˜o. Seja 0 : E×FqE → E o morfismo nulo (isto e´, 0(a, b) = 0 para
todos a, b ∈ E (F). Provemos que ν∗LE ' 0∗LE. Para isto, basta verificar
que os dois sistemas locais teˆm germes isomorfos. Ora, para quaisquer a, b ∈
E (F), temos obviamente (0∗LE)(a,b) ' L0, enquanto que
(ν∗LE)(a,b) ' Lν(a,b) ' Lνa(b) ' ((νa)∗L )b ' ((ν0)∗L )b ' Lν0(b) = L0.
Agora, como µ = µ ◦ (µ× ν) ◦∆, vem
µ∗LE ' ∆∗(µ∗ ⊗ ν∗)(µ∗LE) ' ∆∗(µ∗ ⊗ ν∗)(LE LE)
' ∆∗(µ∗LE  ν∗LE) ' ∆∗(µ∗LE ⊗ 0∗LE)
' ∆∗(µ∗ ⊗ 0∗)(LE LE) ' ∆∗(µ∗ ⊗ 0∗)µ∗LE.
Como µ ◦ (µ× 0) ◦∆ = µ, conclu´ımos que
µ∗LE ' µ∗LE ' LE LE
(porque LE e´ feixe de caracteres em E ).
Para (b), consideremos o morfismo σ : A¯ ×Fq A¯ → A¯ ×Fq A¯ definido por
σ(a, b) = (b, a), g, h ∈ G¯(F).
Como A¯ e´ comutativo, temos µ ◦ σ = µ e, portanto,
µ∗LE ' µ∗LE = (µ∗ ◦ σ)∗LE ' σ∗µ∗LE ' σ∗µ∗LE.
Daqui, resulta que
(c∗LE)(g,h) ' (LE)ghg−1 ' (µ∗LE)(gh,g−1) ' (σ∗µ∗LE)(gh,g−1)
' (µ∗LE)σ(gh,g−1) ' (µ∗LE)(g−1,gh) ' (LE)g−1gh
= (LE)h = (LE)pr2(g,h) ' ((pr2)∗LE)(g,h)
para todos g, h ∈ EL (F), logo c∗LE ' (pr2)∗LE.
Para (c), sejam g, h ∈ EL . Enta˜o,
tn,LE(gh) = tn,µ∗LE(g, h) = (tn,µ∗LE(g, h)
= tn,LE(g + h) = tn,LE(g)tn,LE(h)
e, portanto, tn,LE define um caracter linear de G¯(Fqn).
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5.3 Feixes de supercaracteres
Relembremos a induc¸a˜o de caracteres de grupos finitos. Se G for um grupo
finito, H um subgrupo de G e ϑ : Q¯` → um caracter de H, enta˜o o caracter






ϑ◦(h−1gh), g ∈ G
onde, para qualquer x ∈ G, se tem ϑ◦(x) = ϑ(x), se x ∈ H, e ϑ◦(x) = 0, se
x /∈ H. Esta fo´rmula pode ser escrita da maneira que se segue.
Lema 5.3.1. Sejam G um grupo finito, H um subgrupo de G e ϑ um caracter
de H. Seja s : G/H → G uma secc¸a˜o para o epimorfismo cano´nico G→ G/H
(isto e´, uma aplicac¸a˜o tal que {s(gH) | g ∈ G} e´ um conjunto completo
de representantes das classes laterais de H em G) e definamos a aplicac¸a˜o
F : G/H ×H → G por






para qualquer g ∈ G.
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Como







Definamos agora a induc¸a˜o de feixes de caracteres.
Proposic¸a˜o 5.3.2. Sejam G¯ e A¯ como antes. Sejam L ∈ CS(A¯) tal que
(Frqn)
∗L ' L para algum n ∈ N. Ponhamos E = EL e LE = (iE)∗L
onde iE : E → G¯ e´ o morfismo de inclusa˜o. Sejam s : G¯/E → G¯ uma secc¸a˜o
para o epimorfismo cano´nico e pr2 : G¯ ×Fq G¯ → G¯ a projecc¸a˜o na segunda
componente. Consideremos o morfismo de esquemas F : G¯/E×Fq E → G¯ por
F (gE, h) = s(gH)hs(gH)−1, g, h ∈ G,
e definamos o feixe
S = F!(pr2)
∗LE
em G . Enta˜o, (Frqn)∗S ' S e temos
tn,S (g) = (tn,LE)
G¯(Fqn ).
Demonstrac¸a˜o. A condic¸a˜o (Frqn)
∗S ' S resulta de (Frqn)∗L ' L e do
facto de, tanto F , como pr2, comutarem com o morfismo de Frobenius Frq.















Onde a ultima igualdade vem do lemma anterior. E com isto provamos a
induc¸a˜o.
Na notac¸a˜o da proposic¸a˜o anterior, ao feixe S = F!(pr2)
∗LE chamamos
o feixe induzido por LE e denotamo-lo por
S = IndG¯E(LE).
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Definic¸a˜o. Sejam G¯ e A¯ como antes. Se CS(A¯) for a colecc¸a˜o dos feixes de
caracteres para A¯, definimos
SCS(G¯) = {IndG¯EL ((iEL )∗LEL ) | L ∈ CS(A¯)}.
Os elementos de SCS(G¯) sa˜o feixes em G¯, aos quais chamamos os feixes de
supercaracteres para G¯. Denotaremos por SL o feixe de supercharacteres de
G¯ que esta´ associado a L ∈ CS(A¯).
Temos o seguinte:
Teorema 5.3.3. Sejam G¯ e A¯ como antes. Seja S ∈ SCS(G¯) um feixe de
supercaracteres para G¯ tal que (Frqn)∗S ' S para algum n ∈ N. Enta˜o,
(a) A func¸a˜o-trac¸o tn,S : G¯(Fqn)→ Q¯` e´ um supercaracter de G¯(Fqn). Ale´m
disso, se S = SL para L ∈ CS(A¯), enta˜o tn,S e´ o supercaracter de
G¯(Fqn) que esta´ associado ao caracter linear tn,L de A¯(Fqn).
(b) Para qualquer supercaracter χ de G¯(Fqn), existe um feixe de superca-
racteres S ∈ SCS(G¯) tal que (Frqn)∗S ' S e tn,S = χ.
Demonstrac¸a˜o. Pela proposic¸a˜o anterior, se L ∈ CS(A¯) for tal que S =
SL , temos tn,S = (tn,LE)
G¯(Fqn ) onde E = EL . A al´ınea (a) segue-se porque
E(Fqn) e´ o estabilizador em G¯(Fqn) do caracter linear tn,LE de E(Fqn) (usando
o lema 5.2.3 e a proposic¸a˜o 5.2.6).
Para (b), seja χ um supercaracter de G¯(Fqn) e suponhamos que χ esta´
associado a um caracter linear ϑ de A¯(Fqn). Enta˜o, existe L ∈ CS(A¯)
tal que (Frqn)
∗L ' L e ϑ = tn,L . Pela Proposic¸a˜o 5.2.6, sabemos que
tn,SL = (tn,EL )
G¯(Fqn ), de onde resulta que χ = tn,SL (pela definic¸a˜o de
supercaracter associado a ϑ).
A proposic¸a˜o que se segue corresponde a` propriedade de um supercaracter
depender apenas da o´rbita bilateral que lhe esta´ associada. Para a enunciar,
introduzimos a notac¸a˜o seguinte. Para qualquer g ∈ G¯(F), denotamos por νLg
o morfismo que antes denota´mos por ν. Assim, temos
νLg (a) = ga, a ∈ A¯(F).
Analogamente, denotamos por νLg o morfismo que antes denota´mos por ν,
ou seja, temos
νLg(a) = a+ ga, a ∈ A¯(F).
Por outro lado, definimos os morfismos νRg ,ν
R
g : A¯ → A¯ por
νRg (a) = ag e ν
R
g(a) = a+ ag
para qualquer a ∈ A¯(F).
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Proposic¸a˜o 5.3.4. Sejam L ,L ′ ∈ CS(A¯) e S = SL e S ′ = SL ′ os
feixes de supercaracteres para G¯ que lhes esta˜o associados. Suponhamos que
(Frqn)
∗L ' L e (Frqn)∗L ′ ' L ′ para algum n ∈ N. Enta˜o, tn,S = tn,S ′ se
e so´ se existem g, h ∈ G¯(Fqn) tais que
L ′ ' (νRg)∗(νLh)∗L ' (νLh)∗(νRg)∗L .
Demonstrac¸a˜o. Os supercaracteres tn,S e tn,L ′ de G¯(Fqn) esta˜o associados
aos caracteres lineares tn,L e tn,L ′ de A¯((Fqn). Assim, tn,S = tn,S ′ se e so´ se
tn,L e tn,L ′ esta˜o na mesma o´rbita bilateral de G¯(Fqn) em Â(Fqn), ou seja, se
e so´ se existem g, h ∈ G¯(Fqn) tais que
tn,L ′ = (g, h) · tn,L = tn,L ◦ νRg ◦ νLh = tn,(νRg)∗(νLh)∗L .
Como, L ′ e (νRg)
∗(νLh)
∗L sa˜o feixes de caracteres sobre A¯, o teorema 4.4.1
garante que
tn,L ′ = tn,(νRg)∗(νLh)∗L ⇐⇒ L ′ ' (νRg)∗(νLh)∗L
e isto termina a demonstrac¸a˜o.
Uma questa˜o que fica em aberto (entre muitas outras) e´ a de saber se,
dado um feixe F em G¯ tal que (Frqn)∗F ' F e tal que a func¸a˜o-trac¸o tn,F
e´ um supercaracter de G¯(Fqn), se tem F ' S para algum S ∈ SCS(G¯).
Outra questa˜o e´ a de construir, caso seja poss´ıvel, um feixe sobre G¯ (ou,
possivelmente, sobre uma dada o´rbita bilateral no grupo dual Â(F)) cujo
trac¸o da´, de uma forma directa, o valor de cada supercaracter por meio da
fo´rmula que obtive´mos na secc¸a˜o 1.7.
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